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Ïðîèçâîäíàÿ

Ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 íàçûâàþò âåëè÷èíó f ′(x0) = limx→x0
f(x)−f(x0)

x−x0 .

1×. Ïóñòü ôóíêöèè u è v îïðåäåëåíû â îêðåñòíîñòè òî÷êè x è äèôôåðåíöèðóåìû â x. Äîêàæèòå,
÷òî ôóíêöèè u+ v, uv, à òàêæå u/v (ïðè óñëîâèè v(x) 6= 0) äèôôåðåíöèðóåìû â x, è ÷òî

(à) (u+ v)′(x) = u′(x) + v′(x); (á) (uv)′(x) = u′(x)v(x) + u(x)v′(x); (â)
(
u
v

)′
(x) = u′(x)v(x)−u(x)v′(x)

v(x)2
.

2×. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ∈ R è äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé

òî÷êå, à g(y) îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè y0 = f(x0) è äèôôåðåíöèðóåìà â y0. Äîêàæèòå,
÷òî èõ êîìïîçèöèÿ (g ◦ f)(x) = g(f(x)) îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè x0, äèôôåðåíöèðóåìà â x0 è

(g ◦ f)′(x) = g′(f(x0))f
′(x0).

3×. Ïóñòü f : U → V è f−1 : V → U âçàèìíî îáðàòíûå è íåïðåðûâíûå â òî÷êàõ x0 ∈ U ,
y0 = f(x0) ∈ V ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè ∃ f ′(x0) 6= 0, òî f−1(y) äèôôåðåíöèðóåìà â

y0 è (f−1)′(y0) = (f ′(x0))
−1.

4. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f(x) = (x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ 100) â òî÷êå x = −1.
5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ÷åòíîé äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè íå÷åòíà, à íå÷åòíîé �

÷åòíà.

6. Ïðèäóìàéòå ôóíêöèþ f íà ïðÿìîé, êîòîðàÿ íåïðåðûâíà òîëüêî â îäíîé òî÷êå è â íåé

äèôôåðåíöèðóåìà.

7. Äîêàæèòå, ÷òî limx→0
sinx
x = 1.

8×. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé sinx, cosx, tg x, ctg x, arcsinx, arccosx, arctg x, arcctg x.
9. Âû÷èñëèòå ïðåäåëû: (à) limx→0

loga(1+x)
x ; (á) limx→0

ax−1
x ; (â) limx→0

(1+x)α−1
x .

10. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé ax, loga x, x
α.

11. Íàéäèòå maxn∈N n
√
n.

12. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà íà [a, b]. Äîêàæèòå, ÷òî åå ïðîèçâîäíàÿ íà [a, b]
ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ ìåæäó f ′(a) è f ′(b). (Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå ñëó÷àé, êîãäà f ′(a) è f ′(b)
èìåþò ðàçíûå çíàêè.)

13. Íà ïëîñêîñòè â òî÷êå (p/2, 0) íàõîäèòñÿ èñòî÷íèê ñâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî ëó÷è, âûïóùåííûå
èç èñòî÷íèêà, ïîñëå îòðàæåíèÿ îò ïàðàáîëè÷åñêîãî çåðêàëà y2 = 2px ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïàðàëëåëüíî
äðóã äðóãó.

Ôóíêöèÿ f : (a, b)→ R íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé âíèç (ââåðõ), åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x1, x2 ∈
(a, b) è ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ α1, α2 òàêèõ, ÷òî α1+α2 = 1, âûïîëíåíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

f(α1x1 + α2x2) 6 α1f(x1) + α2f(x2) (f(α1x1 + α2x2) > α1f(x1) + α2f(x2)) .

Åñëè ïðè âñåõ x1, x2, α1, α2 âûïîëíåíû ñòðîãèå íåðàâåíñòâà, òî ãîâîðÿò î ñòðîãîé âûïóêëîñòè.

14. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàôèê âûïóêëîé âíèç ôóíêöèè ëåæèò âûøå ëþáîé êàñàòåëüíîé ê íåìó.

15. Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëàÿ âíèç ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â ëþáîé òî÷êå ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

(çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, êðàéíèõ òî÷åê).

16. (à) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ x 7→ ex âûïóêëà âíèç.
(á) Âûâåäèòå îòñþäà íåðàâåíñòâî Êîøè ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì

x1 + . . .+ xn
n

> n
√
x1 · . . . · xn.

17. Äîêàæèòå ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ: åñëè Pn(x) = anx
n + . . .+ a1x+ a0, òî ïðè

ëþáîì x0 ∈ R

Pn(x) = Pn(x0) +
P ′n(x0)

1!
(x− x0) + . . .+

P
(n)
n (x0)

n!
(x− x0)n.

18∗. Ïîñòðîéòå ïðèìåð íåïðåðûâíîé, íèãäå íå äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè.

Çàäà÷è ñ êðåñòèêàìè �×� ìîæíî íå ñäàâàòü, åñëè âû ðàíåå çíàëè èõ ðåøåíèÿ.


