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Ôîðìóëà Òåéëîðà. Ñòåïåííûå ðÿäû.

Ðàçëîæåíèåì Òåéëîðà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñóììà

f(x0) +
f ′(x0)

1!
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2!
(x− x0)
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1×. Ðàçëîæèòå â x0 = 0 ñëåäóþùèå ôóíêöèè ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì O(xn)
(à) ex è ax; (á) chx = 1

2(e
x + e−x) è shx = 1

2(e
x − e−x); (â) cosx è sinx; (ã) (1 + x)α.

2×. Íàïèøèòå ïåðâûå n ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà ïðè x0 = 0 äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé

(à) ln(1 + x); (á) arctg x; (â) arcsinx; (ã) 1
1−2x+2x2

.

3. Âûïèøèòå ïåðâûå òðè ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà ïðè x0 = 0 äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé

(à) 1
cosx ; (á) e

sinx; (â)
√
cosx.

4. Êàê âûðàæàþòñÿ ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà ôóíêöèé f + g, fg; f−1; f ◦ g ÷åðåç ðàçëîæåíèÿ

Òåéëîðà ôóíêöèé f è g?
5. Íàéäèòå 2012-þ ïðîèçâîäíóþ f (2012)(0) ôóíêöèè

f(x) = sin(x812 + x600).

6. Âû÷èñëèòå ïðåäåëû: (à) limx→0

(
1
x −

1
sinx

)
; (á) limx→0

1−(cosx)sin x

x3
; (â) limx→0

sin(shx)−sh(sinx)
x7

.

7. Íàéäèòå ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ak â ðàçëîæåíèè

tg x =
n∑
k=0

ak
k!

xk + o(xn), x→ 0.

(Óêàçàíèå: (tg x)′ = tg2 x+ 1. )
8. Äîêàæèòå ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ. Ïóñòü f : (a, b) → R è g : (a, b) → R äèôôåðåíöèðóåìû íà

(a, b) è g′(x) 6= 0, x ∈ (a, b) è f ′(x)
g′(x) → A, x→ a+0. Òîãäà, åñëè f(x)→ 0 è g(x)→ 0 ïðè x→ a+0,

òî
f(x)

g(x)
→ A, x→ a+ 0.

Ôîðìàëüíàÿ ñóììà
∑∞

i=1 an(x−x0)n íàçûâàåòñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì. Ðÿä íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ

â òî÷êå x, åñëè ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn(x) =
∑n

i=0 an(x − x0)
n åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì.

Âåëè÷èíà

S(x) = lim
n→∞

Sn(x)

íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà. Ðÿä
∑∞

i=1 an(x−x0)n íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ àáñîëþòíî, åñëè ñõîäèòñÿ
ðÿä

∑∞
i=1 |an| · |x− x0|n. Ñòåïåííîé ðÿä ïðè x− x0 = 1 íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì.

9. Äîêàæèòå, ÷òî àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ñõîäèòñÿ.

10. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà íå çàâèñèò îò ïåðåñòàíîâêè åãî ÷ëåíîâ.

Âåðíî ëè ýòî äëÿ óñëîâíî (íå àáñîëþòíî) ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà?

11. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä, ÿâëÿþùèéñÿ ïðîèçâåäåíèåì àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ, àáñîëþòíî

ñõîäèòñÿ, à åãî ñóììà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñóìì ñîìíîæèòåëåé.

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â òî÷êå x0, åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè x0 îíà

ñîâïàäàåò ñ ñóììîé ñâîåãî ðÿäà Òåéëîðà, çàïèñàííîãî òî÷êå x0. Ôóíêöèÿ àíàëèòè÷íà íà ìíîæåñòâå,

åñëè îíà àíàëèòè÷íà â ëþáîé åãî òî÷êå.

12. Äîêàæèòå, ÷òî àíàëèòè÷åñêààÿ â òî÷êå ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé

òî÷êå. Âåðíî ëè îáðàòíîå?

13. Äîêàæèòå, ÷òî íåíóëåâàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ íå ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íî

ìíîãî íóëåé íà ýòîì îòðåçêå. Âåðíî ëè ýòî äëÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé íà îòðåçêå ôóíêöèè?

Çàäà÷è ñ êðåñòèêàìè �×� ìîæíî íå ñäàâàòü, åñëè âû ðàíåå çíàëè èõ ðåøåíèÿ.


