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Äèôôåðåíöèàëüíûå è èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ

Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå f ′(x) + af(x) = g(x), a ∈ C. Îïèøèòå âñå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

2. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå (Df)(x) = f ′(x). Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
îïåðàòîðîì, è ÷òî íàøå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå p(D)(f) = g, ãäå p(t) = tn + an−1 +
. . .+ a1t+ a0.

3. Ðàçëîæèì ìíîãî÷ëåí p(t) èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè (ñ êîìïëåêñíûìè
êîýôôèöèåíòàìè):

p(t) = (t− a1)(t− a2) . . . (t− an).
Êàê èñïîëüçîâàòü ýòî ðàçëîæåíèå äëÿ ïîëó÷åíèÿ âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ p(D)(f) = g?

4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðàçëè÷íûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà p(t) ñóòü b1, . . . , bk, è

p(t) = (t− b1)n1(t− b2)n2 . . . (t− bk)nk ,

òî êàæäîå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

p(D)(f) = 0

èìååò âèä

f(x) = f1(x)e
b1x + f2(x)e

b2x + . . .+ fk(x)e
bkx,

ãäå fj(x) � ìíîãî÷ëåí îò x ñòåïåíè ìåíüøå nj , j = 1, . . . , k.
Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé. Ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà λ óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî
ðîäà:

f(x) = λ

∫ b

a
K(x, y)f(y)dy + ϕ(x)

ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé f(x) è íåïðåðûâíûìè ïðè a 6 x, y 6 b ôóíêöèÿìè K(x, y) è ϕ(x), èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå f(x).

Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå ëèíåéíûé îïåðàòîð A : C[a, b]→ C[a, b], òàêîé, ÷òî

Af(x) = λ

∫ b

a
K(x, y)f(y)dy + ϕ(x),

è äîêàæèòå, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ λ îí ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà λ óðàâíåíèå Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà:

f(x) = λ

∫ x

a
K(x, y)f(y)dy + ϕ(x)

ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé f(x) è òåìè æå óñëîâèÿìè íà ôóíêöèè K(x, y) è ϕ(x), ÷òî â ïðåäûäóùåé
çàäà÷å, èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå f(x).

Óêàçàíèå: Âîñïîëüçóéòåñü çàäà÷åé 9 èç ëèñòêà 4.

7. Ïóñòü äàíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y′ = f(x, y),

ïðè÷åì â îáëàñòè |x−x0| 6 a, |y− y0| 6 b ôóíêöèè f è ∂f
∂y íåïðåðûâíû. Äîêàæèòå, ÷òî ó äàííîãî

óðàâíåíèÿ íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå x0 − d 6 x 6 x0 + d ñóùåñòóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,

óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ y(x0) = y0.
Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå ýêâèâàëåíòíîå óðàâíåíèå y(x) = y0 +

∫ x
x0
f(x, y(x))dx.


