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1 Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ î çàäà÷àõ òåîðèè ìåðû

Õîòÿ íåêîòîðûå áàçîâûå çàäà÷è òåîðèè ìåðû âîñõîäÿò ê ãëóáîêîé äðåâíîñòè,
ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ ìåðû âîçíèêëà ïîñëå ðàáîò âûäàþùåãîñÿ ôðàíöóçñêîãî
ìàòåìàòèêå Àíðè Ëåáåãà â íà÷àëå XX âåêà, ñóùåñòâåííî ðàçâèòûõ äðóãèìè
ìàòåìàòèêàìè ðàçíûõ ñòðàí, â ÷èñëå êîòîðûõ â ïåðâóþ î÷åðåäü ñëåäóåò íàçâàòü
È. Ðàäîíà, Ê. Êàðàòåîäîðè, Í.Í. Ëóçèíà, À.Í. Êîëìîãîðîâà, Í. Âèíåðà, Äæ.
ôîí Íåéìàíà, À.Ä. Àëåêñàíäðîâà, Þ.Â. Ïðîõîðîâà, Â.À. Ðîõëèíà.

Ïåðâàÿ îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè ìåðû � ïîñòðîåíèå ôóíêöèé ìíîæåñòâà,
íàçûâàåìûõ ìåðàìè, çàäàííûõ íà îáëàñòÿõ îïðåäåëåíèÿ, çàìêíóòûõ îòíîñè-
òåëüíî êîíå÷íûõ è ñ÷åòíûõ îïåðàöèé (òàêèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ íàçûâàþò
σ-àëãåáðàìè), è îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè, ò.å.
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äëÿ äèçúþíêòíûõ An èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ µ. Ñâîéñòâî ñ÷åòíîé àääèòèâíî
óäîáíî ââîäèòü è íà îáëàñòÿõ îïðåäåëåíèÿ, íå ÿâëÿþùèõñÿ σ-àëãåáðàìè: òîãäà
ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî òðåáóåòñÿ ëèøü äëÿ òåõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ An

èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ∪nAn òàêæå âõîäèò â îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ. Èç ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè âûòåêàåò êîíå÷íàÿ àääèòèâíîñòü: ðàâåíñòâî (1)
äëÿ êîíå÷íûõ äèçúþíêòíûõ îáúåäèíåíèé.

Ïî÷åìó ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü è ïî÷åìó çàìêíóòîñòü îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
îòíîñèòåëüíî ñ÷åòíûõ îïåðàöèé? Ýòî â êàêîì-òî ñìûñëå ýêñïåðèìåíòàëüíûé
ôàêò: òàêîâû ðåàëüíî âñòðå÷àåìûå ñî âðåìåí àíòè÷íîñòè ôóíêöèè ìíîæåñòâà.
Åùå äðåâíèå çàäàëèñü âîïðîñîì: äëÿ êàêèõ ìíîæåñòâ è êàê ìîæíî îïðåäåëèòü
äëèíó, ïëîùàäü, îáúåì, èìåÿ ýòàëîí (åäèíè÷íûé îòðåçîê, êâàäðàò, êóá)? Óæå
òîãäà èñïîëüçîâàëèñü ñ÷åòíûå îïåðàöèè è ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü: îíè íóæíû,
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÷òîáû íàéòè ïëîùàäü êðóãà è îáúåì øàðà, èñõîäÿ èç ïëîùàäåé è îáúåìîâ âïè-
ñàííûõ â íèõ ýëåìåíòàðíûõ ôèãóð (êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé êâàäðàòîâ èëè êó-
áîâ). Ìíîãî ïîçæå, óæå â êîíöå XIX âåêà, ýòà èäåÿ áûëà ðåàëèçîâàíà â êóðñàõ
Ïåàíî è Æîðäàíà, ïîñòðîåíèÿ êîòîðûõ äîøëè äî ñîâðåìåííûõ øêîëüíûõ ïðî-
ãðàìì (âïðî÷åì, íåÿñíî, äîëãî ëè îíè åùå ïðîäåðæàòñÿ ïîä óäàðàìè ñîâðåìåí-
íûõ âàðâàðîâ èç ÌÎÍ; åùå ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî êîíöåïöèÿ Ïåàíî � Æîðäàíà
âõîäèëà â øêîëüíûå âûïóñêíûå ýêçàìåíû).

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî E èç [0, 1] íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì ïî Æîðäàíó,
åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàéäóòñÿ äâà êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèÿ ïðîìåæóòêîâ Aε

è Bε ñ Aε ⊂ E ⊂ Bε è λ(Bε\Bε) < ε, ãäå λ � äëèíà (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíà
çàäàíà íà ýëåìåíòàðíûõ ìíîæåñòâàõ).

Ýòà äîâîëüíî íàãëÿäíàÿ êîíñòðóêöèÿ èìååò íåñîìíåííûå äîñòîèíñòâà, íî
îáëàäàåò è âàæíûì íåäîñòàòêîì, êðèòè÷åñêèì â ñâåòå ñêàçàííîãî î ñ÷åòíûõ
îáúåäèíåíèÿõ: îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ìåðû Æîðäàíà íåçàìêíóòà îòíîñèòåëüíî
ñ÷åòíûõ îáúåäèíåíèé, ïðè÷åì óæå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå (ìíîæåñòâî ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë â [0, 1] íåèçìåðèìî ïî Æîðäàíó, èáî â íåò ïðîìåæóòêîâ ïîëîæèòåëü-
íîé äëèíû, íî ïðè ýòîì âñÿêîå êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå ïðîìåæóòêîâ, åãî ñîäåð-
æàùèõ, åñòü âåñü îòðåçîê çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà èððàöèîíàëüíûõ
òî÷åê).

Àíðè Ëåáåã íà ðóáåæå XIX � XX âåêîâ îòêðûë ñïîñîá ìåðîèçìåðåíèÿ áåç
ýòîãî íåäîñòàòêà. Åãî êîíñòðóêöèÿ � äâóõõîäîâêà. Íà ïåðâîì øàãå ââîäèòñÿ
âíåøíÿÿ ìåðà âñÿêîãî ìíîæåñòâà E èç [0, 1] èëè äàæå èç âñåé ïðÿìîé ïî ôîð-
ìóëå

λ∗(E) = inf
{ ∞∑

n=1

λ(Jn) : E ⊂
∞⋃

n=1

Jn, Jn � ïðîìåæóòêè
}
.

Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íà êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèÿõ ïðîìåæóòêîâ ïîëó÷àåòñÿ èñõîäíàÿ
äëèíà.

Îäíàêî íåÿñíî, áóäåò ëè ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà àääèòèâíà íà êëàñ-
ñå âñåõ ìíîæåñòâ. Äàæå õóæå, ÷åì ¾íåÿñíî¿: ýòîãî íàì çíàòü íå äàíî. À èìåííî:
åñëè ïðèíÿòü òàê íàçûâàåìóþ àêñèîìó âûáîðà, òî àääèòèâíîñòè íå áóäåò, íî
ìîæíî ýòó àêñèîìó çàïðåòèòü è ïðèíÿòü èíóþ àêñèîìó, êîòîðàÿ äàñò àääèòèâ-
íîñòü. Âïðî÷åì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íàì íà ñàìîì äåëå àääèòèâíîñòè íåò, à òà
äðóãàÿ àêñèîìà ïðîñòî íåêîòîðûå ìíîæåñòâà íå ñ÷èòàåò çà ìíîæåñòâà (íàïîäî-
áèå òîãî, êàê â íåêîòîðûõ ñâîáîäíûõ ñòðàíàõ åñòü ãðàæäàíå è íåãðàæäàíå).

Íàïîìíèì èçâåñòíóþ èç ó÷åáíîãî êóðñà êîíñòðóêöèþ Âèòàëè, êîòîðàÿ íà
îñíîâå àêñèîìû âûáîðà îïðîâåðãàåò àääèòèâíîñòü âíåøíåé ìåðû Ëåáåãà íà
êëàññå âñåõ ìíîæåñòâ. Ââåäåì íà IR îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: x ∼ y ïðè
x − y ∈ Q. Ïîëó÷àåì ñ÷åòíîå ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, â êàæäîì èç
êîòîðûõ ÷èñëà îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íà ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Àêñèîìà âû-
áîðà ðàçðåøàåò âçÿòü ìíîæåñòâî V èç [0, 1/2], ñîäåðæàùåå ðîâíî ïî îäíîìó
ïðåäñòàâèòåëþ êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè (ðàçóìååòñÿ, òàêèõ ìíîæåñòâ
ìíîãî). Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà: λ∗(V ) > 0 è λ∗(V ) = 0. Ïåðâûé íåñîâìåñòèì
ñ àääèòèâíîñòüþ, èáî λ∗(V ) = λ∗(V + q) ïðè âñåõ q, íî ïðè ðàçëè÷íûõ ðàöè-
îíàëüíûõ q è r ìû èìååì (V + p) ∩ (V + r) = ∅ ïî îïðåäåëåíèþ V ; òîãäà
ìîæíî íàáðàòü ñòîëü ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ p1, . . . , pn ∈ [0, 1/2], ÷òî λ∗(V + p1) +
· · · + λ∗(V + pn) = nλ∗(V ) > 1, à ýòî íåâîçìîæíî ïðè àääèòèâíîñòè, òàê êàê
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(V + p1)∪ · · · ∪ (V + pn) ⊂ [0, 1] è λ∗(A) 6 λ∗(B) ïðè A ⊂ B. Âòîðîé æå âàðèàíò
è âîâñå íåâîçìîæåí: åñëè λ∗(V ) = 0, òî λ∗(V + q) = 0 ïðè âñåõ q ∈ Q, ÷òî, êàê
ëåãêî ïðîâåðèòü, äàåò ðàâåíñòâî λ∗([0, 1]) = 0, èáî [0, 1] ⊂

⋃
q∈Q(V + q).

Èòàê, ïðè àêñèîìå âûáîðà àääèòèâíîñòè âíåøíåé ìåðû íà êëàññå âñåõ ìíî-
æåñòâ íåò. Ïîýòîìó íåîáõîäèì âòîðîé õîä: Ëåáåã îãðàíè÷èâàåò êëàññ ìíîæåñòâ
òåìè, äëÿ êîòîðûõ

λ∗(E) + λ∗([0, 1]\E) = 1,

ò.å. âûïîëíåíà àääèòèâíîñòü â ìèíèìàëüíîì âàðèàíòå: äëÿ ìíîæåñòâà è åãî
äîïîëíåíèÿ. Êëàññ òàêèõ ìíîæåñòâ îáîçíà÷èì ÷åðåç L[0, 1]. Ñîâåðøåííî àíà-
ëîãè÷íî ïîñòðîåíèå íà êóáå [0, 1]n. Ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ îáîçíà÷èì ÷åðåç
L([0, 1]n). Ýòîò êëàññ íàçûâàåòñÿ êëàññîì èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâ â
[0, 1]n.

Íàïîìíèì, ÷òî êëàññA ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâàX íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðîé,
åñëè ∅, X ∈ A, ∩∞n=1An,∪∞n=1An ∈ A äëÿ âñåõ An ∈ A èX\A ∈ A äëÿ âñåõ A ∈ A.
Èíà÷å ãîâîðÿ, A ñîäåðæèò ïóñòîå ìíîæåñòâî è äîïóñêàåò îïåðàöèè äîïîëíåíèÿ,
ñ÷åòíîãî ïåðåñå÷åíèÿ è ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ.

Çàäà÷à 1.1. Ïóñòü X � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïðîâåðüòå, ÷òî êëàññ ìíî-
æåñòâ â X, êîòîðûå ëèáî íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíû, ëèáî èìåþò íå áîëåå ÷åì
ñ÷åòíîå äîïîëíåíèå, ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé.

Ëåáåã óñòàíîâèë ñëåäóþùèé ôóíäàìåíòàëüíûé ôàêò.

Òåîðåìà 1.2. Êëàññ L([0, 1]n) � σ-àëãåáðà, âíåøíÿÿ ìåðà íà íåì ñ÷åòíî àääè-
òèâíà.

Ìåðîé Ëåáåãà λ íàçûâàþò âíåøíþþ ìåðó íà L([0, 1]n). Êîíå÷íî, åäèíè÷íûé
êóá âûáðàí ëèøü äëÿ íàãëÿäíîñòè. Àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå ãîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî
êóáà. Òåïåðü ìíîæåñòâî E â IRn íàçîâåì èçìåðèìûì ïî Ëåáåãó, åñëè èçìåðèìî
åãî ïåðåñå÷åíèå ñî âñÿêèì êóáîì [−R,R]n. Ìåðó Ëåáåãà òàêîãî ìíîæåñòâà E
(âîçìîæíî, áåñêîíå÷íóþ) çàäàäèì êàê

λ(E) = lim
R→∞

λ(E ∩ [−R,R]n).

Èòàê, ìåðà Ëåáåãà � ñ÷åòíî àääèòèâíîå ïðîäîëæåíèå ýëåìåíòàðíîé äëèíû
(èëè îáúåìà) íà íåêîòîðóþ σ-àëãåáðó (íî íå âñåõ ìíîæåñòâ â ïðåäïîëîæåíèè
àêñèîìû âûáîðà).

Îòìåòèì, ÷òî íàëè÷èå ìíîæåñòâà Âèòàëè åùå íå çàêðûâàåò âîçìîæíîñòü
íàéòè êàêîå-ëèáî ñ÷åòíî àääèòèâíîå ïðîäîëæåíèå ýëåìåíòàðíîé äëèíû íà σ-
àëãåáðó âñåõ ìíîæåñòâ, à ëèøü ãîâîðèò, ÷òî ýòîãî íåëüçÿ äîáèòüñÿ ñ ïîìîùüþ
âíåøíåé ìåðû. Çàâåäîìî ìîæíî ïðîäîëæèòü ðàñïðîñòðàíåíèå ìåðû, åñëè åå
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íå åñòü êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ.

Çàäà÷à 1.3. Ïóñòü µ � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà σ-àëãåáðå A â ïðîñòðàí-
ñòâå X è E 6∈ A. Äîêàçàòü, ÷òî µ ïðîäîëæàåòñÿ äî âåðîÿòíîñòíîé ìåðû íà
íàèìåíüøåé σ-àëãåáðå, ñîäåðæàùåé A è E, ïðè÷åì ýëåìåíòû ýòîé σ-àëãåáðû
èìåþò âèä

(E ∩ A) ∪ ((X\E) ∩B,
ãäå A,B ∈ A.
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî è ïðè òàêîé áîëåå øèðîêîé ïîñòàíîâêå ìû óïèðàåìñÿ â
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå ïðîáëåìû: â ïðåäïîëîæåíèè ãèïîòåçû êîíòèíóóìà
íåò íèêàêîãî ñ÷åòíî àääèòèâíîãî ïðîäîëæåíèÿ ýëåìåíòàðíîé äëèíû íà êëàññ
âñåõ ìíîæåñòâ.

Çàäà÷à 1.4. Ñ ïîìîùüþ àêñèîìû âûáîðà äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò äèçú-
þíêòíûå ìíîæåñòâà S1 è S2 íóëåâîé ìåðû Ëåáåãà, äëÿ êîòîðûõ S1∪S2 = [0, 1].

2 Áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà

Ìû îáñóäèëè ïî âîçìîæíîñòè ìàêñèìàëüíûå ïðîäîëæåíèÿ (êîòîðûõ íå îêàçà-
ëîñü). À êàê ñ ìèíèìàëüíûìè?

Äëÿ êàæäîãî êëàññà ìíîæåñòâ F â äàííîì ïðîñòðàíñòâå X åñòü íàèìåíü-
øàÿ σ-àëãåáðà σ(F), ñîäåðæàùàÿ F : ïåðåñå÷åíèå âñåõ σ-àëãåáð, ñîäåðæàùèõ F
(çäåñü åñòü, ÷òî ïåðåñåêàòü, ñêàæåì, åñòü σ-àëãåáðà âñåõ ìíîæåñòâ). Ýòà σ-
àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ïîðîæäåííîé êëàññîì F , õîòÿ òåðìèí ¾ïîðîæäåííàÿ¿ íå
ñëåäóåò òðàêòîâàòü â êàêîì-ëèáî êîíñòðóêòèâíîì ñìûñëå. Íàïðèìåð, íåäîñòà-
òî÷íî ñäåëàòü ñëåäóþùåå: âçÿòü âñå ñ÷åòíûå îáúåäèíåíèÿ è äîïîëíåíèÿ ìíî-
æåñòâ èç F è ïðîäîëæèòü ýòîò ïðîöåññ ïî èíäóêöèè (ýòî íå âñåãäà äàñò σ-
àëãåáðó).

Ìèíèìàëüíàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ âñå îòêðûòûå ìíîæåñòâà â ìåòðè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå X, íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé â X è îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç B(X).

ßñíî, ÷òî B(X) ñîâïàäàåò è ñ ìèíèìàëüíîé σ-àëãåáðîé, ñîäåðæàùåé âñå
çàìêíóòûå ìíîæåñòâà.

Çàäà÷à 2.1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè X ñåïàðàáåëüíî, òî B(X) åñòü íàèìåíüøàÿ
σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ âñå îòêðûòûå øàðû ðàöèîíàëüíîãî ðàäèóñà ñ öåíòðàìè
â òî÷êàõ êàêîãî-ëèáî ñ÷åòíîãî âñþäó ïëîòíîãî ìíîæåñòâà.

Àíàëèç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ëåáåãà î ïðîäîëæåíèè ìåðû ïðèâîäèò ê
âûâîäó, ÷òî àíàëîãè÷íûé ôàêò ñïðàâåäëèâ â áîëüøåé îáùíîñòè.

Ïóñòü µ > 0 � êîíå÷íàÿ ñ÷åòíî àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà íà àëãåáðå
A â ïðîñòðàíñòâå X,

µ∗(E) = inf
{ ∞∑

n=1

µ(An) : E ⊂
∞⋃

n=1

An, An ∈ A
}
,

Aµ =
{
E : µ∗(E) + µ∗(X\E) = µ(X)

}
.

Õîòÿ âíåøíÿÿ ìåðà íà êëàññå âñåõ ìíîæåñòâ íå îáÿçàíà áûòü àääèòèâíîé,
îíà îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì íåïðåðûâíîñòè ñíèçó, êîòîðîå ïðè íàëè÷èè
àääèòèâíîñòè ðàâíîñèëüíî ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè.

Çàäà÷à 2.2. Ïóñòü ìíîæåñòâà En âîçðàñòàþò ê E. Äîêàçàòü, ÷òî

µ∗(En) → µ∗(E).
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Òåîðåìà 2.3. Êëàññ Aµ � σ-àëãåáðà, âíåøíÿÿ ìåðà µ∗ íà íåì ñ÷åòíî àääè-
òèâíà, ïðè÷åì íà A îíà ñîâïàäàåò ñ µ.

Âíåøíþþ ìåðó µ∗ íà Aµ îáîçíà÷àþò ÷åðåç µ è íàçûâàþò ëåáåãîâñêèì ïðî-
äîëæåíèåì µ; ìíîæåñòâà èç Aµ íàçûâàþò µ-èçìåðèìûìè.

Çàäà÷à 2.4. Äîêàçàòü, ÷òî (Aµ)µ = Aµ.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé òåîðåìå íóæíà ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü èñõîäíîé ìåðû íà
àëãåáðå. Íå âñÿêàÿ àääèòèâíàÿ ìåðà ñ÷åòíî àääèòèâíà. Íàïðèìåð, íà àëãåáðå
A êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ â IN è èõ äîïîëíåíèé ôóíêöèÿ µ(A) = 0, åñëè A êîíå÷íî,
µ(A) = 1, åñëè A èìååò êîíå÷íîå äîïîëíåíèå, àääèòèâíà, íî íå ñ÷åòíî àääèòèâ-
íà. Ñ ïîìîùüþ àêñèîìû âûáîðà ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèìåð àääèòèâíîé, íî íå
ñ÷åòíî àääèòèâíîé ôóíêöèè íà σ-àëãåáðå. Â äàëüíåéøåì òåðìèí ¾ìåðà¿ áóäåò
îçíà÷àòü ñ÷åòíî àääèòèâíóþ ìåðó.

Îòêóäà áåðóòñÿ ñ÷åòíî àääèòèâíûå ìåðû íà àëãåáðàõ?
Êëàññ K ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè èç òîãî,

÷òî Kn ∈ K è
⋂∞

n=1Kn = ∅, ñëåäóåò, ÷òî
⋂N

n=1Kn = ∅ ïðè íåêîòîðîì N .

Çàäà÷à 2.5. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé íàáîð êîìïàêòîâ â òîïîëîãè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå åñòü êîìïàêòíûé êëàññ.

Çàäà÷à 2.6. Äîêàçàòü, ÷òî àääèòèâíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæå-
ñòâà µ íà àëãåáðå A ñ÷åòíî àääèòèâíà, åñëè îíà èìååò ïðèáëèæàþùèé êîì-
ïàêòíûé êëàññ K ⊂ A â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

µ(A) = sup{µ(K) : K ⊂ A, K ∈ K} ∀A ∈ A.

Ýòî óñëîâèå ëèøü äîñòàòî÷íî, íî íå íåîáõîäèìî; îäíàêî äîâîëüíî íåïðîñòî
ïðèâåñòè ïðèìåð, êîãäà îíî íå âûïîëíåíî.

Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü µ � áîðåëåâñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà ïîëíîì ñåïàðà-
áåëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî B ∈ B(X) è âñÿêîãî
ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé êîìïàêò Kε ⊂ B, ÷òî

µ(B\Kε) < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êëàññ E âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ B ñ òàêèì
ñâîéñòâîì: äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäóòñÿ çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F ⊂ B è îòêðûòîå
ìíîæåñòâî U ⊃ B ñ µ(U\F ) < ε. Ïðîâåðüòå, ÷òî çàìêíóòûå ìíîæåñòâà ëåæàò â
E è ÷òî E � σ-àëãåáðà. Ýòî äàåò E = B(X). Ïîêà ñåïàðàáåëüíîñòü è ïîëíîòà íå
íóæíû.

Òåïåðü äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ êîìïàêò Kε ñ

µ(X\Kε) < ε.

Åñëè ýòî ñäåëàíî, òî, ïðèáëèçèâ B ∈ B(X) èçíóòðè çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì
F ñ µ(B\F ) < ε, ìû ïîëó÷àåì êîìïàêò Qε = Kε ∩ F ⊂ B ñ µ(B\Qε) < 2ε.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ Kε äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî n ïîêðîåì X ñ÷åòíûì ÷èñëîì
çàìêíóòûõ øàðîâ ðàäèóñà ìåíåå 2−n (÷òî âîçìîæíî èç-çà ñåïàðàáåëüíîñòè) è
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âîçüìåì êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå Sn ýòèõ øàðîâ ñ µ(Sn) > 1− ε2−n, ÷òî âîçìîæíî
èç-çà ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè ìåðû.

Ìíîæåñòâî Kε =
⋂∞

n=1 Sn çàìêíóòî è µ(Kε) > 1− ε. Íàêîíåö, îíî êîìïàêò-
íî, èáî âïîëíå îãðàíè÷åíî (ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì øàðîâ ñêîëü óãîäíî
ìàëîãî ðàäèóñà), à ïðîñòðàíñòâî ïîëíî.

Íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü íåâåðíî äëÿ
ïîä-σ-àëãåáð áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðû.

Çàäà÷à 2.8. Ïóñòü â ïðåäûäóùåé òåîðåìå ìåðà µ íå èìååò òî÷åê ïîëîæè-
òåëüíîé ìåðû. Äîêàçàòü, ÷òî â êà÷åñòâå ïðèáëèæàþùèõ êîìïàêòîâ ìîæíî
áðàòü êîìïàêòû áåç âíóòðåííèõ òî÷åê.

Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ íèãäå íå ïëîòíûì, åñëè âî âñÿêîì îòêðûòîì øàðå
åñòü îòêðûòûé øàð, ñâîáîäíûé îò åãî òî÷åê. Ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå íèãäå íå
ïëîòíûõ ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ïåðâîé êàòåãîðèè.

Çàäà÷à 2.9. Äîêàæèòå òåîðåìó Áýðà: ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íå
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïåðâîé êàòåãîðèè.

Çàäà÷à 2.10. Ïóñòü ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì
ïåðâîé êàòåãîðèè. Ïîêàçàòü, ÷òî êëàññ E âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ ïåðâîé êà-
òåãîðèè è èõ äîïîëíåíèé åñòü σ-àëãåáðà, à ôóíêöèÿ µ, äëÿ êîòîðîé µ(E) = 0
è µ(X\E) = 1 äëÿ E ïåðâîé êàòåãîðèè, åñòü âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà.

Âûâåñòè èç ýòîãî, ÷òî äëÿ X = [0, 1] òàêàÿ ìåðà íå èìååò ïðîäîëæåíèÿ
íà âñþ áîðåëåâñêóþ σ-àëãåáðó.

Çàìåòèòü òàêæå, ÷òî â ìíîæåñòâå I èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë â [0, 1] (îíî
âõîäèò â E) íåò êîìïàêòîâ íåíóëåâîé µ-ìåðû, èáî êîìïàêòû â I íå èìåþò
âíóòðåííèõ òî÷åê è ïîòîìó ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè ïåðâîé êàòåãîðèè.

Çàäà÷à 2.11. Ïóñòü X � òàêîå íåèçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî â [0, 1],
÷òî λ∗(E) = λ∗([0, 1]\E) = 1 (äîêàçàòü, ÷òî òàêîå åñòü). Ðàññìàòðèâàÿ X
êàê ñàìîñòîÿòåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (ñ îáû÷íîé ìåòðèêîé), ïî-
êàçàòü, ÷òî åãî áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà èìåþò âèä

X ∩B, ãäå B ∈ B[0, 1].

Çàäàòü ìåðó µ íà B(X) òàê: µ(X ∩ B) = λ(B), ïðîâåðèâ, ÷òî λ(B) = λ(B0),
åñëè B0 ∈ B[0, 1] è X ∩ B0 = X ∩ B. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ µ íåâåðíî çàêëþ÷åíèå
ïðåäûäóùåé òåîðåìû.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðåäûäóùèå äâå òåîðåìû äàþò ïîïóòíî ïðîäîëæåíèÿ
äëèíû èëè îáúåìà íà áîðåëåâñêóþ σ-àëãåáðó îòðåçêà èëè êóáà ñîîòâåòñòâåí-
íî. Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò òàêîé âîïðîñ: ðàç ìû õîòåëè ïðîäîëæèòü ýëåìåíòàð-
íóþ ìåðó íà σ-àëãåáðó, à áîðåëåâñêàÿ ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé âîçìîæíîé, ïðè÷åì
èç ýòèõ òåîðåì âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðîäîëæåíèÿ, òî íåëüçÿ ëè áûëî ñðà-
çó íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðèòü, ÷òî âíåøíÿÿ ìåðà íà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ
ñ÷åòíî àääèòèâíà? Âðîäå áû âíåøíÿÿ ìåðà çàäàíà ÿâíîé ôîðìóëîé è áîðåëåâ-
ñêèå ìíîæåñòâà òîæå äîâîëüíî êîðîòêî îïðåäåëÿþòñÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðî-
ñòûì îáðàçîì ïðîâåðèòü ñ÷åòíóþ àääèòèâíîñòü âíåøíåé ìåðû íà áîðåëåâñêèõ
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ìíîæåñòâàõ íå óäàåòñÿ è ïðèõîäèòñÿ èäòè îáõîäíûì ïóòåì, äîêàçûâàÿ áîëåå
îáùèé ôàêò. Èçâåñòíûå îáîñíîâàíèÿ ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè èìåííî íà áîðåëåâ-
ñêèõ ìíîæåñòâàõ ïðèâëåêàþò òðàíñôèíèòíóþ èíäóêöèþ è ïî äëèíå ïðåâîñ-
õîäÿò äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåííûõ òåîðåì. Âèäèìî, ïðè÷èíà êðîåòñÿ â òîì,
÷òî íà ñàìîì äåëå êðàòêîñòü îïðåäåëåíèÿ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ îáìàí÷èâà,
èõ îïðåäåëåíèå âåñüìà íåêîíñòðóêòèâíî, ñ åãî ïîìîùüþ íåâîçìîæíî ïðîâåðÿòü
áîðåëåâîñòü çàäàííîãî ìíîæåñòâà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî áûëî ïîíÿòî åùå ñòî ëåò
íàçàä; åãî îñìûñëåíèå ïðèâåëî ê ðàçðàáîòêå øêîëîé Íèêîëàÿ Íèêîëàåâè÷à Ëó-
çèíà äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ. Âàæíåéøèì åå àñïåêòàì ïðèìåíèòåëüíî
ê íóæäàì òåîðèè ìåðû ïîñâÿùåí ñëåäóþùèé ïàðàãðàô.

Çàäà÷à 2.12. Äîêàæèòå, ÷òî êëàññè÷åñêîå ìíîæåñòâî Êàíòîðà ãîìåîìîðô-
íî ñ÷åòíîé ñòåïåíè äâóõòî÷èÿ {0, 1}.

Çàäà÷à 2.13. Äîêàæèòå, ÷òî êëàññ öèëèíäðîâ â ñ÷åòíîé ñòåïåíè ïðÿìîé R∞,
èìåþùèõ âèä K ×R×R× · · · , ãäå K � êîìïàêò â Rn, ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì
êëàññîì (ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ òàêîãî âèäà èìååò íåïóñòîå
ïåðåñå÷åíèå, åñëè âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ åå ÷àñòü èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå).

Çàäà÷à 2.14. Ïóñòü µ � áîðåëåâñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà áåñêîíå÷íîìåð-
íîì ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, ïðè÷åì òî÷êà 0 èìååò
ìåðó íóëü îòíîñèòåëüíî µ. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü çíà÷åíèé
ìåðû µ íà øàðàõ åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, ñîäåðæàùèõ 0, ðàâíà íóëþ.

3 Ñóñëèíñêèå ìíîæåñòâà

Ñòî ëåò íàçàä î÷åíü íå ëþáèëè íåêîíñòðóêòèâíûõ îïðåäåëåíèé. Ïîýòîìó ìíî-
ãèì íå íðàâèëîñü ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ. Áîëåå
êîíñòðóêòèâíûì ñ÷èòàëîñü îïðåäåëåíèå ïî òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè, íåçàäîë-
ãî äî òîãî ïîÿâèâøåéñÿ è ñòàâøåé íà íåñêîëüêî äåñÿòèëåòèé îáÿçàòåëüíûì ýëå-
ìåíòîì ó÷åáíûõ ïðîãðàìì ïî òåîðèè ôóíêöèé. Î ïîðÿäêîâûõ ÷èñëàõ è òðàíñ-
ôèíèòíîé èíäóêöèè ìîæíî ïðî÷èòàòü â êíèãàõ [3], [4] è [1]. Ìîæíî ëè îáîéòèñü
è áåç òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè ïðè îïèñàíèè áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ? Òàêîé âî-
ïðîñ áûë ïîñòàâëåí Í.Í. Ëóçèíûì ïåðåä åãî ó÷åíèêàìè. Âåñüìà íåòðèâèàëüíûé
è ãëóáîêèé îòâåò íà íåãî áûë äàí Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâûì è Ì.ß. Ñóñëèíûì ïðè
ïîìîùè ñàìîãî Í.Í. Ëóçèíà. Çäåñü ìû êðàòêî ðàññêàæåì, â ÷åì ñîñòîèò îòâåò
è ÷òî èç ýòîãî ïðîèñòåêëî.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü E � íåêîòîðûé êëàññ ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå X,
ñîäåðæàùèé ïóñòîå ìíîæåñòâî. Ñõåìîé (èëè òàáëèöåé) Ñóñëèíà ñî çíà÷åíè-
ÿìè â E íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ En1,...,nk

∈ E, çàäàííûõ äëÿ êàæäîãî
êîíå÷íîãî íàáîðà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n1, . . . , nk.

Ñõåìà Ñóñëèíà íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè En1,...,nk,nk+1
⊂ En1,...,nk

.
Ðåçóëüòàò îïåðàöèè Ñóñëèíà (èëè A-îïåðàöèè) ê ñõåìå {En1,...,nk

} åñòü
ìíîæåñòâî

S =
⋃

(ni)∈IN
∞

∞⋂
k=1

En1,...,nk
,

7



ãäå îáúåäèíåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì áåñêîíå÷íûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë.

×åðåç S(E) îáîçíà÷èì êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ, ïîëó÷àåìûõ òàêèì ñïîñîáîì
ïðè âñåâîçìîæíûõ ñõåìàõ Ñóñëèíà ñî çíà÷åíèÿìè â E. Ìíîæåñòâà ýòîãî
êëàññà íàçûâàþò E-ñóñëèíñêèìè.

Åñëè X � ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è E � êëàññ
âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ â íåì, òî ìíîæåñòâà èç S(E) íàçûâàþòñÿ ñó-
ñëèíñêèìè èëè àíàëèòè÷åñêèìè â X.

Ñàì Ì.ß. Ñóñëèí ââåë ñâîè ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé, èñïîëüçóÿ êëàññ îòðåçêîâ.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè êëàññ E äîïóñêàåò êîíå÷íûå îáúåäèíåíèÿ, òî ïðè ïîñòðî-

åíèè ñóñëèíñêèõ ìíîæåñòâ ìîæíî îáîéòèñü ìîíîòîííûìè ñõåìàìè Ñóñëèíà.
Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ïåðåéòè ê ìîíîòîííîé òàáëèöå E∗

n1,...,nk
=

⋂k
m=1En1,...,nm ,

äàþùåé òî æå ìíîæåñòâî. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîíîòîííûå ñõåìû.
Ïðèâåäåì òåïåðü îñíîâíûå ôàêòû òåîðèè ñóñëèíñêèõ ìíîæåñòâ, ïðè÷åì

ëèøü äâà èç íèõ áóäóò äàíû ñ äîêàçàòåëüñòâàìè.

Ïðèìåð 3.2. Â âèäå ðåçóëüòàòà ïðèìåíåíèÿ A-îïåðàöèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ëþáûå ñ÷åòíûå îáúåäèíåíèÿ è ñ÷åòíûå ïåðåñå÷åíèÿ ýëåìåíòîâ êëàññà E .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïåðâîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü En1,...,nk
= En1 , à âî

âòîðîì En1,...,nk
= Ek.

Òåîðåìà 3.3. (i) S
(
S(E)

)
= S(E). Â ÷àñòíîñòè, êëàññ S(E) äîïóñêàåò ñ÷åòíûå

îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ.
(ii) Åñëè äîïîëíåíèå êàæäîãî ìíîæåñòâà èç E âõîäèò â S(E) (íàïðèìåð,

ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì îáúåäèíåíèåì ýëåìåíòîâ E) è ∅ ∈ E, òî σ-
àëãåáðà σ(E), ïîðîæäåííàÿ E, ñîäåðæèòñÿ â êëàññå S(E).

Ñëåäóþùèé ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî A-îïåðàöèÿ ñîõðà-
íÿåò èçìåðèìîñòü. Ýòî óòâåðæäåíèå ñîâñåì íå î÷åâèäíî è, áîëåå òîãî, âåñüìà
óäèâèòåëüíî: âåäü ïðè A-îïåðàöèè ïðîèçâîäèòñÿ íåñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü µ � êîíå÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìåðà íà σ-àëãåáðå M.
Òîãäà êëàññ Mµ âñåõ µ-èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî A-îïå-
ðàöèè. Áîëåå òîãî, åñëè íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ E ⊂ M çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé è ñ÷åòíûõ ïåðåñå÷åíèé, òî

µ∗(A) = sup
{
µ(E) : E ⊂ A, E ∈ E

}
äëÿ êàæäîãî E-ñóñëèíñêîãî ìíîæåñòâà A. Â ÷àñòíîñòè, êàæäîå E-ñóñëèíñêîå
ìíîæåñòâî µ-èçìåðèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì âòîðîãî
ïðèìåíèòåëüíî ê E = Mµ. Ïîýòîìó áóäåì äîêàçûâàòü âòîðîå óòâåðæäåíèå.
Ïóñòü ìíîæåñòâî A ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ìîíîòîííîé òàáëèöû ìíî-
æåñòâ En1,...,nk

∈ E . Ïóñòü ε > 0. Äëÿ êàæäîãî íàáîðà m1, . . . ,mk îáîçíà÷èì
÷åðåç Dm1,...,mk

îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ En1,...,nk
ïî âñåì n1 6 m1,. . . ,nk 6 mk.

Ïîëîæèì

Mm1,...,mk
:=

⋃
(ni)∈IN

∞
, n16m1,...,nk6mk

∞⋂
j=1

En1,...,nj
.
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ßñíî, ÷òî ïðè m→∞ ìíîæåñòâà Mm âîçðàñòàþò ê A, à ìíîæåñòâà Mm1,...,mk,m

ñ ôèêñèðîâàííûìè m1, . . . ,mk ïðè m → ∞ âîçðàñòàþò ê ìíîæåñòâó Mm1,...,mk
.

Ââèäó çàäà÷è 2.2 ñóùåñòâóåò íîìåð m1 ñ µ
∗(Mm1) > µ∗(A) − ε2−1. Çàòåì íàé-

äåòñÿ íîìåð m2 ñ µ
∗(Mm1,m2) > µ∗(Mm1)− ε2−2. Ïðîäîëæèì ýòî ïîñòðîåíèå ïî

èíäóêöèè è ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë mk ñ òàêèì ñâîé-
ñòâîì, ÷òî

µ∗(Mm1,m2,...,mk
) > µ∗(Mm1,m2,...,mk−1

)− ε2−k.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ k ïîëó÷àåì

µ∗(Mm1,m2,...,mk
) > µ∗(A)− ε.

Ââèäó çàìêíóòîñòè E îòíîñèòåëüíî êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé èìååì

Dm1,...,mk
∈ E ,

à çàìêíóòîñòü E îòíîñèòåëüíî ñ÷åòíûõ ïåðåñå÷åíèé äàåò âêëþ÷åíèå

E :=
∞⋂

k=1

Dm1,...,mk
∈ E .

Ïîñêîëüêó Mm1,...,mk
⊂ Dm1,...,mk

, òî èç ïðåäûäóùåé îöåíêè ïîëó÷àåì

µ∗(Dm1,m2,...,mk
) > µ∗(A)− ε,

îòêóäà µ(E) > µ∗(A)− ε, èáî ìíîæåñòâà Dm1,m2,...,mk
óáûâàþò ê E.

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî E ⊂ A. Ïóñòü x ∈ E. Òîãäà ïðè âñåõ k èìååì

x ∈ Dm1,...,mk
.

Ïîýòîìó x ∈ En1,...,nk
äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà n1, . . . , nk ñ

n1 6 m1, . . . , nk 6 mk.

Òàêèå íàáîðû áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûìè. Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òî-
áû ïîñòðîèòü òàêóþ áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n1, n2, . . ., ÷òî âñå åå íà-
÷àëüíûå îòðåçêè n1, . . . , nk ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì èìåòü
x ∈

⋂∞
k=1En1,...,nk

⊂ A. ×òîáû ïîñòðîèòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàìåòèì,
÷òî ó íàñ äëÿ âñÿêîãî k > 1 èìåþòñÿ äîïóñòèìûå íàáîðû èç k ÷èñåë. Áóäåì íà-
çûâàòü äîïóñòèìûé íàáîð n1, . . . , nk ïðîäîëæàþùèìñÿ, åñëè äëÿ âñÿêîãî l > k
íàéäåòñÿ äîïóñòèìûé íàáîð p1, . . . , pl ñ p1 = n1, . . . , pk = nk. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî
ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ïðîäîëæàþùèéñÿ íàáîð n1 äëèíû 1. Äåéñòâèòåëüíî,
ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïîñêîëüêó âñÿêèé íà÷àëüíûé îòðåçîê n1, . . . , nk âñÿêî-
ãî äîïóñòèìîãî íàáîðà n1, . . . , nk, . . . , nl ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì â ñèëó âêëþ÷åíèÿ
En1,...,nl

⊂ En1,...,nk
, òî äëÿ êàæäîãî n 6 m1 èìååòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà l(n)

äîïóñòèìûõ íàáîðîâ ñ n íà ïåðâîé ïîçèöèè. Çíà÷èò, äëèíû âñåõ äîïóñòèìûõ
íàáîðîâ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Àíàëîãè÷íî,
ïðîäîëæàþùèéñÿ íàáîð n1 ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ïðîäîëæàþùåìñÿ íàáîðå
n1, n2 è ò.ä. Ïîëó÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � èñêîìàÿ.
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Ñëåäñòâèå 3.5. Åñëè (X,A) è (Y,B) � èçìåðèìûå ïðîñòðàíñòâà è îòîáðà-
æåíèå f : X → Y òàêîâî, ÷òî f−1(B) ∈ A äëÿ âñåõ B ∈ B, òî äëÿ âñÿêîãî
ìíîæåñòâà E ∈ S(B) ìíîæåñòâî f−1(E) âõîäèò â S(A) è ïîòîìó èçìåðèìî
îòíîñèòåëüíî âñÿêîé ìåðû íà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðüòå, ÿñíî, ÷òî f−1(E) ∈ S(A).

Êëàññ ñóñëèíñêèõ ìíîæåñòâ â ïîëíîì ñåïàðàáåëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå ïîëó÷àåòñÿ À-îïåðàöèåé òàêæå èç îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, èáî âñÿêîå çàìêíó-
òîå ìíîæåñòâî åñòü ñ÷åòíîå ïåðåñå÷åíèå îòêðûòûõ, à âñÿêîå îòêðûòîå åñòü ñ÷åò-
íî îáúåäèíåíèå çàìêíóòûõ. Áîëåå òîãî, èç ýòîãî âèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íî èñïîëü-
çîâàòü ëèøü ñ÷åòíîå ÷èñëî îòêðûòûõ (èëè çàìêíóòûõ) øàðîâ ðàöèîíàëüíîãî
ðàäèóñà ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ èç êàêîãî-ëèáî âñþäó ïëîòíîãî ñ÷åòíîãî ìíîæå-
ñòâà.

ßñíî, ÷òî â ñëó÷àå IRn òîò æå ñàìûé ðåçóëüòàò äàåò è ïðèìåíåíèå A-îïå-
ðàöèè ê êëàññó âñåõ êîìïàêòîâ â IRn. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè A ñîäåðæèòñÿ â
êóáå K, òî ïîðîæäàþùèå A çàìêíóòûå ìíîæåñòâà Aν1,...,νk

ìîæíî çàìåíèòü íà
êîìïàêòû Aν1,...,νk

∩K. Íåîãðàíè÷åííîå ñóñëèíñêîå ìíîæåñòâî A ïðåäñòàâèì â
âèäå îáúåäèíåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî ïåðåñå÷åíèé A∩Kj ñ âîçðàñòàþùèìè
êóáàìè Kj. Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî êëàññ ìíîæåñòâ, ïîëó÷åííûõ A-
îïåðàöèåé èç êîìïàêòîâ, äîïóñêàåò ñ÷åòíûå îáúåäèíåíèÿ.

Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, èç òåîðåìû 3.3 âûòåêàåò, ÷òî áîðåëåâñêèå ìíîæå-
ñòâà â IRn ÿâëÿþòñÿ ñóñëèíñêèìè. Îòìåòèì åùå, ÷òî åñëè L � ëèíåéíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî â IRn ðàçìåðíîñòè k < n, òî ïåðåñå÷åíèå L ñ ïðîèçâîëüíûì ñóñëèí-
ñêèì ìíîæåñòâîì A èç IRn áóäåò ñóñëèíñêèì â ïðîñòðàíñòâå L. Ýòî âûòåêàåò èç
òîãî, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà ñ L çàìêíóòî â L. Îáðàòíî,
âñÿêîå ñóñëèíñêîå ìíîæåñòâî èç L ÿâëÿåòñÿ ñóñëèíñêèì è â IRn.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ìåðû.

Ïðåäëîæåíèå 3.6. Ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè èç IRn â IRd îáðàç ñóñëèí-
ñêîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ñóñëèíñêèì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî A çàäàíî òàáëèöåé êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ
An1,...,nk

(ÿñíî, ÷òî ýòî âîçìîæíî äëÿ êàæäîãî ñóñëèíñêîãî ìíîæåñòâà â IRn). Êàê
óêàçàíî âûøå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè âñåõ k ìû èìååì An1,...,nk,nk+1

⊂ An1,...,nk
.

Ïóñòü f : IRn → IRd � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. ßñíî, ÷òî

f(A) =
⋃

(ni)∈IN
∞

f
( ∞⋂

k=1

An1,...,nk

)
.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâà Bn1,...,nk
= f(An1,...,nk

) êîìïàêòíû â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè f è ÷òî

f
(⋂∞

k=1An1,...,nk

)
=

⋂∞
k=1 f(An1,...,nk

).

Äåéñòâèòåëüíî, ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ñîäåðæèòñÿ â ïðàâîé äëÿ ëþáûõ
ìíîæåñòâ è îòîáðàæåíèé. Ïóñòü y ∈

⋂∞
k=1 f(An1,...,nk

). Òîãäà äëÿ êàæäîãî k èìå-
åòñÿ xk ∈ An1,...,nk

ñ f(xk) = y. Åñëè äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ k
òî÷êè xk ñîâïàäàþò ñ îäíîé è òîé æå òî÷êîé x, òî x ∈

⋂∞
k=1An1,...,nk

â ñèëó âëî-
æåííîñòè ìíîæåñòâ An1,...,nk

. Ïðè ýòîì f(x) = y. Ïîýòîìó îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü
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ñëó÷àé, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàçíûõ òî-
÷åê. Ïîñêîëüêó îíà ñîäåðæèòñÿ â êîìïàêòå An1 , òî ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíàÿ òî÷êà
x äëÿ {xk}. Òîãäà x ∈ An1,...,nk

ïðè âñåõ k, èáî xj ∈ An1,...,nk
ïðè âñåõ j > k è

An1,...,nk
� çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Èòàê, x ∈

⋂∞
k=1An1,...,nk

. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè
f èìååì f(x) = y.

Ñëåäñòâèå 3.7. Îáðàç âñÿêîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B ⊂ IRn ïðè íåïðåðûâ-
íîì îòîáðàæåíèè f : IRn → IRd ÿâëÿåòñÿ ñóñëèíñêèì ìíîæåñòâîì. Â ÷àñò-
íîñòè, ìíîæåñòâî f(B) èçìåðèìî ïî Ëåáåãó.

Â ÷àñòíîñòè, îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ñó-
ñëèíñêèì, à çíà÷èò è èçìåðèìûì, ìíîæåñòâîì. Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî ñóñëèí-
ñêèå ìíîæåñòâà â IRn ñîâïàäàþò ñ îðòîãîíàëüíûìè ïðîåêöèÿìè áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ èç IRn+1 (òåì ñàìûì, ñóñëèíñêèå ìíîæåñòâà ìîæíî îïðåäåëèòü áåç A-
îïåðàöèè) è ÷òî ñóùåñòâóþò íåáîðåëåâñêèå ñóñëèíñêèå ìíîæåñòâà. Ëåãêî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ â IRn ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêèì
â IR2n. Â ñàìîì äåëå, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî A×IRn ∈ B(IR2n) ïðè A ∈ B(IRn).
Ýòî âåðíî äëÿ îòêðûòûõ A, à ïîòîìó è äëÿ âñåõ áîðåëåâñêèõ A, èáî êëàññ âñåõ
áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ A ñ òàêèì ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé.

Ïðèìåð 3.8. Ïóñòü A è B � íåïóñòûå áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà â IRn. Òîãäà
âåêòîðíàÿ ñóììà ìíîæåñòâ A è B, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

A+B := {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}

ÿâëÿåòñÿ ñóñëèíñêèì ìíîæåñòâîì. Êðîìå òîãî, ñóñëèíñêîé ÿâëÿåòñÿ è âûïóê-
ëàÿ îáîëî÷êà convA ìíîæåñòâà A � íàèìåíüøåå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåð-
æàùåå A. Äåéñòâèòåëüíî, A+B åñòü îáðàç áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà A×B â IR2n

ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè (x, y) 7→ x+y. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà A ñîñòîèò èç
âñåõ ñóìì âèäà

∑k
i=1 tiai, ãäå ti > 0,

∑k
i=1 ti = 1, ai ∈ A, k ∈ IN. Ïðè ýòîì äëÿ

êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî k ìíîæåñòâî

S :=
{

(t1, . . . , tk) ∈ IRk :
k∑

i=1

ti = 1, ti > 0
}

áîðåëåâî, ïîýòîìó ìíîæåñòâî Ak×S â (IRn)k×IRk òàêæå áîðåëåâî, à åãî îáðàç
ïðè îòîáðàæåíèè (a1, . . . , ak, t1, . . . , tk) 7→

∑k
i=1 tiai ÿâëÿåòñÿ ñóñëèíñêèì.

Ïðèâåäåì îñíîâíóþ òåîðåìó î õàðàêòåðèçàöèè ñóñëèíñêèõ ìíîæåñòâ êàê
ïðîåêöèé.

Òåîðåìà 3.9. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî â ïîëíîì ñåïàðàáåëüíîì ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå X. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) A � ñóñëèíñêîå ìíîæåñòâî;
(ii) A ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèé áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà â X × IR;
(iii) A ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèé çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà â X × IN∞.

Òàêèì îáðàçîì, ñóñëèíñêèå ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé � â òî÷íîñòè ïðîåêöèè áî-
ðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà ïëîñêîñòè (êîíå÷íî, íåäîñòàòî÷íî áðàòü ïðîåêöèè ëèøü
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ íà ïëîñêîñòè � ýòî äàñò ëèøü ñ÷åòíûå îáúåäèíåíèÿ êîì-
ïàêòîâ, ò.å. âåñüìà óçêèé êëàññ ìíîæåñòâ).
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4 Îáðàç ìåðû ïðè îòîáðàæåíèè

Ïóñòü äàíû èçìåðèìûå ïðîñòðàíñòâà (X,A) è (Y,B), ò.å. ïðîñòðàíñòâà ñ σ-
àëãåáðàìè. Ïóñòü f : X → Y � èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå, ò.å. f−1(B) ∈ A ïðè
âñåõ B ∈ B. Òîãäà äëÿ âñÿêîé ìåðû µ íà A âîçíèêàåò ìåðà µ◦f−1 íà B, çàäàííàÿ
ôîðìóëîé

µ ◦ f−1(B) = µ
(
f−1(B)

)
è íàçûâàåìàÿ îáðàçîì µ ïðè îòîáðàæåíèè f . Ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü ýòîé ìåðû
î÷åâèäíà èç òîãî, ÷òî äëÿ äèçúþíêòíûõ ìíîæåñòâ Bn èõ ïðîîáðàçû äèçúþíêò-
íû è äàþò â îáúåäèíåíèè ïðîîáðàç îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ Bn.

Áåç òðóäà ïðîâåðÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü µ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìåðà íà A. Ôóíêöèÿ g íà Y èí-
òåãðèðóåìà îòíîñèòåëüíî ìåðû µ◦f−1 â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ g◦f
èíòåãðèðóåìà îòíîñèòåëüíî µ. Ïðè ýòîì∫

Y

g(y)µ ◦ f−1(dy) =

∫
X

g
(
f(x)

)
µ(dx).

Óêàçàííàÿ ôîðìóëà âåðíà ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ èíäèêàòîðîâ ìíîæåñòâ, çíà-
÷èò, âåðíà äëÿ ôóíêöèé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷åíèé, îòêóäà ñ ïîìîùüþ ðàâíî-
ìåðíûõ ïðèáëèæåíèé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà îãðàíè÷åííûå B-èçìåðèìûå ôóíê-
öèè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îáùèé ñëó÷àé.

Èç âåñüìà ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ
â ñâÿçè ñ îáðàçàìè ìåð, îòìåòèì ñëåäóþùèå:

1) äëÿ çàäàííûõ ìåð µ è ν âûÿñíèòü ñóùåñòâîâàíèå îòîáðàæåíèé, ïåðåâî-
äÿùèõ µ â ν; êàê ìû óâèäèì äàëåå, ýòà çàäà÷à ðàçðåøèìà ïðè âåñüìà øèðîêèõ
óñëîâèÿõ;

2) äëÿ çàäàííûõ ìåðû ν è îòîáðàæåíèÿ f âûÿñíèòü ñóùåñòâîâàíèå ìåðû µ,
ïåðåõîäÿùåé â ν ïîä äåéñòâèåì f ; ýòà çàäà÷à òàêæå ðàçðåøèìà ïðè øèðîêèõ
óñëîâèÿõ.

Ðàçóìååòñÿ, êàêèå-òî óñëîâèÿ íóæíû; íàïðèìåð, ìåðó ñ òî÷êàìè ïîëîæè-
òåëüíîé ìåðû íåâîçìîæíî ïåðåâåñòè â ìåðó áåç òàêèõ òî÷åê, à ïîñòîÿííîå îòîá-
ðàæåíèå ïåðåâîäèò âñÿêóþ ìåðó â ìåðó, ñîñðåäîòî÷åííóþ â òî÷êå.

Â ñâÿçè ñ îòîáðàæåíèÿìè ìåð ìû îáñóäèì òàê íàçûâàåìóþ òåîðåìó îá èç-
ìåðèìîì âûáîðå.

5 Òåîðåìà îá èçìåðèìîì âûáîðå

Åñëè äàíà ñþðúåêöèÿ f : X → Y äâóõ ïðîñòðàíñòâ, òî äëÿ êàæäîãî y ∈ Y
ñ ïîìîùüþ àêñèîìû âûáîðà ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷êó x(y) ∈ f−1(y), ÷òî äàåò
îòîáðàæåíèå g : Y → X ñ f

(
g(y)

)
= y ïðè âñåõ y, åñëè ïîëîæèòü g(y) = x(y).

Òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâàþò ïðàâûì îáðàòíûì.
Îäíàêî îáû÷íî áûâàåò íóæíî ïîëó÷èòü îòîáðàæåíèå g ñ êàêèìè-òî äîïîë-

íèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè òèïà íåïðåðûâíîñòè èëè èçìåðèìîñòè. Ýòî íå âñåãäà
âîçìîæíî, íî ñëó÷àè ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ (â êàêîì-ëèáî ñìûñëå) íàçûâà-
þò ñîîòâåòñòâåííî òåîðåìàìè î íåïðåðûâíîì èëè èçìåðèìîì âûáîðå. Íàñ áóäåò
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èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé, êîãäà X è Y � ïîëíûå ñåïàðàáåëüíûå ìåòðè÷åñêèå ïðî-
ñòðàíñòâà èëè ñóñëèíñêèå ìíîæåñòâà â òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, à îòîáðàæåíèå f
èçìåðèìî ïî Áîðåëþ (íàïðèìåð íåïðåðûâíî). Êàê ìû óâèäèì äàëåå, äàæå îò-
ðåçêà íå âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ áîðåëåâîñòè îòîáðàæåíèÿ g, íî âñåãäà ìîæíî
ñäåëàòü g èçìåðèìûì îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû, ïîðîæäåííîé ñóñëèíñêèìè ìíî-
æåñòâàìè â Y .

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñîâñåì ïðîñòîé ñëó÷àé, îáîñíîâàíèå êîòîðîãî íåñëîæ-
íî.

Ïðèìåð 5.1. Ïóñòü f : [0, 1] → [0, 1] � íåïðåðûâíàÿ ñþðúåêöèÿ. Ïîëîæèì

g(y) = min{x ∈ f−1(y)}.

Òîãäà g � áîðåëåâñêîå ïðàâîå îáðàòíîå.

Áëèçêàÿ èäåÿ èñïîëüçóåòñÿ â ñëåäóþùåé çàìå÷àòåëüíîé òåîðåìå ßíêîâà,
îõâàòûâàþùåé îáùóþ ñèòóàöèè (â êîòîðîé áîðåëåâñêîãî îáðàòíîãî óæå ìîæåò
è íå áûòü).

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü X è Y � ñóñëèíñêèå ïðîñòðàíñòâà è F : X → Y � áîðå-
ëåâñêîå îòîáðàæåíèå, ïðè÷åì F (X) = Y . Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå
G : Y → X, ÷òî F

(
G(y)

)
= y äëÿ âñåõ y ∈ Y , ïðè÷åì G èçìåðèìî îòíîñè-

òåëüíî σ-àëãåáðû, ïîðîæäåííîé ñóñëèíñêèìè ïîäìíîæåñòâàìè â Y . Êðîìå
òîãî, ìíîæåñòâî G(Y ) âõîäèò â σ-àëãåáðó σ(SX), ïîðîæäåííóþ ñóñëèíñêèìè
ìíîæåñòâàìè â X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî F íåïðåðûâíî. Ïîñêîëüêó X ÿâ-
ëÿåòñÿ îáðàçîì ïðîñòðàíñòâà IN∞ ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè p, òî äîñòà-
òî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ IN∞ è âçÿòü â êà÷åñòâå èñêîìîãî êîìïîçèöèþ p ñ
îòîáðàæåíèåì, ïîñòðîåííûì äëÿ IN∞. Èòàê, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X åñòü IN∞.
Íà IN∞ çàäàí ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê: (ni) < (ki), åñëè ëèáî n1 < k1, ëèáî
n1 = k1, . . . , nm = km è nm+1 < km+1 äëÿ íåêîòîðîãî m > 1. Ïîëîæèì x 6 z,
åñëè x < z èëè x = z. Äëÿ êàæäîãî y ∈ Y â êà÷åñòâå G(y) âîçüìåì â ìíîæåñòâå
F−1(y) (êîòîðîå íåïóñòî ïî óñëîâèþ è çàìêíóòî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè F ) íàè-
ìåíüøèé ýëåìåíò â ñìûñëå ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà. Çàìåòèì, ÷òî òàêîé
ýëåìåíò ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì F−1(y) ÷åðåç Z è âîçüìåì ëþáîé
ýëåìåíò x1 = (x1

i ) ∈ Z, äëÿ êîòîðîãî x1
1 6 z1 äëÿ âñåõ z = (zi) ∈ Z. Çàòåì íàéäåì

òàêîé ýëåìåíò x2 = (x2
i ) ∈ Z, ÷òî x2

2 = x1
2 è x

2
2 6 z2 äëÿ âñåõ òàêèõ z = (zi) ∈ Z,

÷òî z1 = x1
1. Çàòåì íàõîäèì ýëåìåíò x3 ∈ Z ñ x3

1 = x2
1, x

3
2 = x2

2 è x
3
3 6 z3 äëÿ

âñåõ òàêèõ z = (zi) ∈ Z, ÷òî zi = x2
i ïðè i = 1, 2. Ïî èíäóêöèè ñòðîèì ýëåìåíòû

xk ∈ Z ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: xk+1
i = xk

i ïðè i 6 k è xk+1
k+1 6 zk+1 äëÿ âñåõ

òàêèõ z = (zi) ∈ Z, ÷òî zi = xk
i ïðè i 6 k. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò x = (xi

i). Ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ xk ñõîäèòñÿ ê x â IN∞ è ïîòîìó â ñèëó çàìêíóòîñòè Z
ïîëó÷àåì x ∈ Z. Ïðè ýòîì x 6 z äëÿ âñåõ z ∈ Z. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ïðè íåêîòîðîì k èìååì x1 = z1, . . . ,xk = zk, zk+1 < xk+1 = xk+1

k+1. Òîãäà
zi = xi

i ïðè i 6 k, ÷òî âåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ âûáîðîì xk+1.
Ïî ïîñòðîåíèþ F

(
G(y)

)
= y. Ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî áîðåëåâñêîãî ìíî-

æåñòâà B ⊂ IN∞ ìíîæåñòâî G−1(B) âõîäèò â σ-àëãåáðó A, ïîðîæäåííóþ âñå-
ìè ñóñëèíñêèìè ïîäìíîæåñòâàìè Y . Ïîñêîëüêó ñîâîêóïíîñòü âñåõ áîðåëåâñêèõ
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ìíîæåñòâ B ñ ýòèì ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé, òî äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè ïðî-
âåðêó äëÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ âèäà

B =
{
(ni) ∈ IN∞ : (ni) 6 (bi)

}
,

ãäå bi ∈ IN ôèêñèðîâàíû. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ëåãêî âèäåòü, ýòè ìíîæåñòâà ïî-
ðîæäàþò B(IN∞). ßñíî, ÷òî G−1(B) = F (B). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè G(y) ∈ B,
òî y ∈ F (B). Åñëè y = F (η), ãäå η ∈ B, òî G(y) 6 η è ïîòîìó G(y) ∈ B,
ò.å. y ∈ G−1(B). Ïîñêîëüêó F (B) ÿâëÿåòñÿ ñóñëèíñêèì, òî G−1(B) âõîäèò â
σ-àëãåáðó A.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé. Òîãäà ãðàôèê Γ îòîáðàæåíèÿ F ÿâëÿåòñÿ
ñóñëèíñêèì ïîäìíîæåñòâîì X×Y . Ïðîåêöèÿ πY : Γ → Y íåïðåðûâíà. Ïî äîêà-
çàííîìó ñóùåñòâóåò òàêîå èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå Ψ: (Y,A) →

(
Γ,B(Γ)

)
, ÷òî

πY ◦ Ψ(y) = y äëÿ âñåõ y ∈ Y . Ïóñòü πX : Γ → X � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ.
Ïîëîæèì G = πX ◦Ψ. Òîãäà

F ◦G(y) = F ◦ πX ◦Ψ(y) = πY ◦Ψ(y) = y ∀ y ∈ Y,

èáî Ψ(y) =
(
x, F (x)

)
, ãäå x = πX

(
Ψ(y)

)
è F (x) = πY

(
Ψ(y)

)
. Èç íåïðåðûâíîñòè

πX è èçìåðèìîñòè Ψ îòíîñèòåëüíî A ñëåäóåò, ÷òî è G îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì.
Ïîêàæåì, ÷òî G(Y ) ∈ σ(SX). Ïóñòü T (x) = G

(
F (x)

)
. Èìååì

G(Y ) = {x ∈ X : T (x) = x}.

Ìíîæåñòâî â ïðàâîé ÷àñòè åñòü ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ {fn = fn ◦T}, ãäå {fn} �
ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî áîðåëåâñêèõ ôóíêöèé X, ðàçäåëÿþùåå òî÷êè. Îñòàåòñÿ çàìå-
òèòü, ÷òî ôóíêöèè fn◦T èçìåðèìû îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû σ(SX). Ýòî âûòåêà-
åò èç

(
σ(SY ),B(X)

)
-èçìåðèìîñòè G è

(
σ(SX), σ(SY )

)
-èçìåðèìîñòè F (ïîñëåäíåå

ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì áîðåëåâñêîé èçìåðèìîñòè F .

Ñëåäñòâèå 5.3. Â ñèòóàöèè ïðåäûäóùåé òåîðåìû äëÿ âñÿêîé áîðåëåâñêîé ìå-
ðû ν íà Y íàéäåòñÿ òàêàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðû µ íà X, ÷òî ν = µ ◦ F−1. Åñëè ν
� âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, òî µ òàêæå ìîæíî âçÿòü âåðîÿòíîñòíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî âçÿòü µ = ν ◦G−1.

Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííàÿ ìåðà µ ñîñðåäîòî÷åíà íà èçìåðèìîì ìíîæåñòâå
G(Y ), êîòîðîå ïîñðåäñòâîì F âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåòñÿ íà Y . Ïîýòîìó
â G(Y ) ìîæíî âçÿòü ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå âîçðàñòàþùèõ êîìïàêòîâ Kn, èìåþ-
ùåå µ-ìåðó 1, íà êîòîðûõ F íåïðåðûâíî è âçàèìíî îäíîçíà÷íî, ïðè÷åì îáðàç
∪nKn áóäåò òàêæå ñ÷åòíûì îáúåäèíåíèåì êîìïàêòîâ.

Êàê îáíàðóæèë Ï.Ñ. Íîâèêîâ, áîðåëåâñêîé ñåëåêöèè ìîæåò íå áûòü äàæå
òîãäà, êîãäà f � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ [0, 1] íà [0, 1]. Ïðèâåäåì
ìîäèôèêàöèþ åãî, êîòîðóþ íàì óêàçàë Æ. Ñåí Ðýéìîí.

Òåîðåìà 5.4. Ñóùåñòâóåò òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå F ïðîñòðàíñòâà
IN∞×{0, 1} íà IN∞, ÷òî íèêàêîå ñóñëèíñêîå ìíîæåñòâî íå îòîáðàæàåòñÿ èíú-
åêòèâíî ïîñðåäñòâîì F íà IN∞. Â ÷àñòíîñòè, íå ñóùåñòâóåò ñåëåêöèè G ñ
ñóñëèíñêèì îáðàçîì G(IN∞), à ïîòîìó íå ñóùåñòâóåò áîðåëåâñêîé ñåëåêöèè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òàêèì ôàêòîì (åãî äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàé-
òè â [1, òåîðåìà 6.8.11]): ñóùåñòâóþò äèçúþíêòíûå ìíîæåñòâà C0 è C1 â IN∞ ñ
ñóñëèíñêèìè äîïîëíåíèÿìè A0 è A1, òàêèå, ÷òî C0 è C1 íå ðàçäåëÿþòñÿ áîðå-
ëåâñêèìè ìíîæåñòâàìè. Ìîæíî íàéòè íåïðåðûâíûå ñþðúåêöèè F0 : IN∞ → A0,
F1 : IN∞ → A1. Çàäàäèì îòîáðàæåíèå F : IN∞×{0, 1} → IN∞ òàê:

F (ν, 0) = F0(ν), F (ν, 1) = F1(ν).

ßñíî, ÷òî ïîëó÷åíà íåïðåðûâíàÿ ñþðúåêöèÿ, ïîñêîëüêó

A0 ∪ A1 = IN∞.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñóñëèíñêîå ìíîæåñòâî S ⊂ IN∞×{0, 1}, íà êîòî-
ðîì F èíúåêòèâíî è F (S) = IN∞. Ïóñòü

Si := {ν ∈ IN∞ : (ν, i) ∈ S}, i = 0, 1.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà B0 := F0(S0) = G−1(IN∞×{0}) è B1 := F1(S1) =
G−1(IN∞×{1}) ÿâëÿþòñÿ ñóñëèíñêèìè è íå ïåðåñåêàþòñÿ, à èõ îáúåäèíåíèå
åñòü IN∞. Çíà÷èò, îáà ìíîæåñòâà � áîðåëåâñêèå. Ìû èìååì Bi ⊂ Ai. Ïîýòî-
ìó C0 ⊂ B1, C1 ⊂ B0, âîïðåêè òîìó, ÷òî C0 è C1 íå ðàçäåëÿþòñÿ áîðåëåâñêèìè
ìíîæåñòâàìè. Îòñóòñòâèå áîðåëåâñêîé ñåëåêöèè ñëåäóåò èç áîðåëåâîñòè îáðàçà
IN∞ ïðè èíúåêòèâíîì áîðåëåâñêîì îòîáðàæåíèè.

Ñëåäñòâèå 5.5. Ìîæíî íàéòè òàêóþ áîðåëåâñêóþ ôóíêöèþ f : [0, 1] → [0, 1] ñ
f([0, 1]) = [0, 1], ÷òî íå ñóùåñòâóåò áîðåëåâñêîé ôóíêöèè g : [0, 1] → [0, 1], äëÿ
êîòîðîé f

(
g(y)

)
= y ïðè âñåõ y ∈ [0, 1]. Â ÷àñòíîñòè, íåò òàêîãî áîðåëåâñêîãî

ìíîæåñòâà â [0, 1], êîòîðîå f èíúåêòèâíî îòîáðàæàëî áû íà [0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòðàíñòâà IN∞ è [0, 1] áîðåëåâñêè èçîìîðôíû.

Ñëåäñòâèå 5.6. Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå g : IN∞ → [0, 1] ñ
g(IN∞) = [0, 1] áåç áîðåëåâñêèõ ñåëåêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Γ � ãðàôèê ôóíêöèè f èç ïðèìåðà
Ï.Ñ. Íîâèêîâà è π � ïðîåêöèÿ Γ íà îñü îðäèíàò. Òîãäà Γ � áîðåëåâñêîå ìíîæå-
ñòâî â [0, 1]2 è ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h ïðîñòðàíñòâà IN∞ íà Γ.
Îòîáðàæåíèå g := π◦h � èñêîìîå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñóùåñòâóåò áîðåëåâñêîå
ìíîæåñòâî B ⊂ IN∞, êîòîðîå g èíúåêòèâíî îòîáðàæàåò íà [0, 1], òî B0 := h(B) �
áîðåëåâñêîå â Γ. Ïðîåêöèÿ B0 íà îñü àáñöèññ, îáîçíà÷àåìàÿ ÷åðåç B1, òàêæå ÿâ-
ëÿåòñÿ áîðåëåâñêèì ìíîæåñòâîì (íà Γ ïðîåêöèÿ èíúåêòèâíà), è f(B1) = [0, 1].
Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f îêàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíîé íà B1 èç-çà èíúåêòèâíîñòè π
íà B0, âûòåêàþùåé èç èíúåêòèâíîñòè g íà B.

Èç äîêàçàííîãî ïîëó÷àåì òàêóþ êëàññèôèêàöèþ ìåð íà ñóñëèíñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ.

Òåîðåìà 5.7. Äëÿ âñÿêîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû ν íà ñóñëèíñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå Y áåç òî÷åê ïîëîæèòåëüíîé ìåðû íàéäåòñÿ òàêîå áîðåëåâñêîå ïîäìíî-
æåñòâî X ⊂ [0, 1] ëåáåãîâñêîé ìåðû 1 è âçàèìíî îäíîçíà÷íîå áîðåëåâñêîå îòîá-
ðàæåíèå f ìíîæåñòâà X íà áîðåëåâñêîå ïîäìíîæåñòâî Y0 ìåðû 1 îòíîñè-
òåëüíî ν, ïåðåâîäÿùåå ìåðó Ëåáåãà â ìåðó ν, ò.å. ν = λ ◦ f−1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ñþðúåêöèÿ F ìíîæåñòâà èððàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë R â [0, 1] íà Y . Ïî äîêàçàííîìó âûøå íàéäåòñÿ áîðåëåâñêàÿ âåðîÿò-
íîñòíàÿ ìåðà µ íà R, îáðàç êîòîðîé åñòü ν, ïðè÷åì µ ñîñðåäîòî÷åíà íà ìíî-
æåñòâå G(Y ), ãäå G � èçìåðèìîå ëåâîå îáðàòíîå äëÿ F , òàê ÷òî F âçàèìíî
îäíîçíà÷íî ïåðåâîäèò G(Y ) â Y . ßñíî, ÷òî µ íå èìååò àòîìîâ. Òåïåðü îñòàåò-
ñÿ ïåðåâåñòè ìåðó Ëåáåãà λ â ìåðó µ ñ ïîìîùüþ èíúåêòèâíîãî áîðåëåâñêîãî
îòîáðàæåíèÿ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìåðû µ,
çàäàííîé ôîðìóëîé

Fµ(t) = µ([0, t)).

Â êà÷åñòâå èñêîìîãî îòîáðàæåíèÿ ìîæíî âçÿòü

f(t) = inf{s : Fµ(s) = t}.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îáðàç µ îòíîñèòåëüíî Fµ åñòü ìåðà
Ëåáåãà.

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî âñÿêèå äâå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû µ1 è µ2

íà ñóñëèíñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ X1 è X2 èçîìîðôíû â ñëåäóþùåì ñìûñëå: íàé-
äóòñÿ áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà B1 ⊂ X1 è B2 ⊂ X2 è âçàèìíî îäíîçíà÷íîå áîðå-
ëåâñêîå îòîáðàæåíèå f ìíîæåñòâà B1 íà B2, äëÿ êîòîðûõ

µ1(B1) = µ2(B2) = 1 è µ2 = µ1 ◦ f−1.

Ðàçóìååòñÿ, íå âñåãäà ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâåB1 èB2 èñõîäíûå ïðîñòðàíñòâà
X1 è X2. Ñêàæåì, ýòîãî íåëüçÿ ñäåëàòü äëÿ X = [0, 1] è íåáîðåëåâñêîãî X2.

Ñòîèò óïîìÿíóòü çäåñü è ñëåäóþùèé óäèâèòåëüíûé ðåçóëüòàò À.À. Ëÿïóíî-
âà, ñîãëàñíî êîòîðîìó â äàííóþ ìåðó ν ìîæíî ïîäîáðàííûì ïðåîáðàçîâàíèåì
ïåðåãíàòü íå îäíó, à ñðàçó íåñêîëüêî çàðàíåå äàííûõ ìåð.

Òåîðåìà 5.8. Ïóñòü ν � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà áåç òî÷åê ïîëîæèòåëüíîé
ìåðû íà ñóñëèíñêîì ïðîñòðàíñòâå Y , µ1, . . . , µn � âåðîÿòíîñòíûå ìåðû áåç
òî÷åê ïîëîæèòåëüíîé ìåðû íà ñóñëèíñêîì ïðîñòðàíñòâå X. Òîãäà íàéäåòñÿ
òàêîå áîðåëåâñêîå îòîáðàæåíèå f : X → Y , ÷òî

ν = µi ◦ f−1 ñðàçó äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n.

Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî íåòðèâèàëüíî óæå äëÿ äâóõ ìåð íà îòðåçêå è
ìåðû Ëåáåãà â êà÷åñòâå ν (âïðî÷åì, ê îòðåçêó ñ ìåðîé Ëåáåãà âñå è ñâîäèòñÿ â
ñèëó ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ).

6 Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ìåð

ÏóñòüX � ïîëíîå ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,M(X)� ïðîñòðàí-
ñòâî îãðàíè÷åííûõ áîðåëåâñêèõ ìåð íàX, P(X)� ïîäïðîñòðàíñòâî âåðîÿòíîñò-
íûõ ìåð.

Âñÿêàÿ ìåðà µ ∈M(X) åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàçëàãàåòñÿ â ðàçíîñòü äâóõ
âçàèìíî ñèíãóëÿðíûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ìåð:

µ = µ+ − µ−.
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Âçàèìíàÿ ñèíãóëÿðíîñòü îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå äèçúþíêòíûõ áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ X+ è X− ñ X = X+ ∪ X−, µ+(X−) = µ−(X+) = 0. Ìåðû µ+ è
µ− ìîæíî çàäàòü ÿâíî:

µ+(B) = sup{µ(A) : A ⊂ B, A ∈ B(X)}.

Ìåðà
|µ| := µ+ + µ−

íàçûâàåòñÿ ïîëíîé âàðèàöèåé ìåðû µ. Îòìåòèì, ÷òî ýòî îòíþäü íå ôóíêöèÿ
ìíîæåñòâà B 7→ |µ(B)|, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ìåðîé â ñëó÷àå çíàêîïåðåìåííîé
ìåðû.

Âåëè÷èíà
‖µ‖ := |µ|(X)

íàçûâàåòñÿ âàðèàöèåé èëè âàðèàöèîííîé íîðìîé ìåðû µ.
Ñõîäèìîñòü ïî ýòîé íîðìå íàçûâàþò ñõîäèìîñòüþ ïî âàðèàöèè.

Ëåììà 6.1. Äëÿ âñÿêîé ìåðû µ ∈M(X) âåðíû ðàâåíñòâà

‖µ‖ = sup
f : |f |61

∫
X

f dµ,

‖µ‖ = sup
f∈C(X) : |f |61

∫
X

f dµ,

ãäå â ïåðâîì ðàâåíñòâå ðàññìàòðèâàþòñÿ áîðåëåâñêèå ôóíêöèè f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî çà-
ôèêñèðóåì ε > 0 è â ìíîæåñòâà X+ è X− âïèøåì êîìïàêòû K+ è K− ñ
µ+(X+\K+) + µ−(X−\K−) < ε. Çàòåì íàéäåì ôóíêöèþ f ∈ Cb(X), ðàâíóþ
1 íà K+ è −1 íà K−, óäîâëåòâîðÿþùóþ îöåíêå |f | 6 1. ßñíî, ÷òî èíòåãðàë îò
f îòëè÷àåòñÿ îò ‖µ‖ íå áîëåå, ÷åì íà ε.

Òàêèì îáðàçîì, âñÿêàÿ ìåðà èç M(X) çàäàåò ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå
Cb(X) ñ íîðìîé, ðàâíîé åå âàðèàöèè.

Îïðåäåëåíèå 6.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð µn ∈ M(X) ñëàáî ñõîäèòñÿ ê
ìåðå µ ∈M(X), åñëè

lim
n→∞

∫
X

f dµn =

∫
X

f dµ ∀ f ∈ Cb(X).

Îáîçíà÷åíèå: µn ⇒ µ.

Çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû Áàíàõà � Øòåéíãàóçà ñëåäóåò, ÷òî ñëàáî ñõîäÿùà-
ÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð îãðàíè÷åíà ïî âàðèàöèè.

ßñíî, ÷òî åñëè ‖µn−µ‖ → 0, òî µn ⇒ µ. Îáðàòíîå, êîíå÷íî, íåâåðíî: ñêàæåì,
åñëè ìåðà µ1 çàäàíà âåðîÿòíîñòíîé ïëîòíîñòüþ p1 ñ íîñèòåëåì â [−1, 1], µn

çàäàíà ïëîòíîñòüþ pn(t) = np1(nt), òî ìåðû µn ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê ìåðå Äèðàêà δ
â íóëå.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìåðû µ íà ïðÿìîé çàäàåòñÿ ôîðìó-
ëîé

Fµ(t) = µ
(
(−∞, t)

)
.
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Ïðèìåð 6.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ìåð µn íà IR ñëàáî ñõîäèòñÿ
ê âåðîÿòíîñòíîé ìåðå µ â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà

Fµn(t) → Fµ(t)

âî âñåõ òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè Fµ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µn ⇒ µ è t � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè Fµ. Äëÿ äàííîãî
ε > 0 íàéäåì δ > 0 òàê, ÷òî µ(t − δ, t + δ) < ε. Ïóñòü f ∈ Cb(IR), 0 6 f 6 1,
f(s) = 1 ïðè s 6 t, f(s) = 0 ïðè s > t+δ. Òîãäà Fµn(t) íå áîëüøå èíòåãðàëà îò f
ïî ìåðå µn, êîòîðûé ïðè áîëüøèõ n îòëè÷àåòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà ε îò èíòåãðàëà
îò f ïî ìåðå µ, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü îòëè÷àåòñÿ îò Fµ(t) íå áîëåå, ÷åì íà ε.
Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàåì ñ ôóíêöèåé f , ðàâíîé 1 ïðè s 6 t− δ è 0 ïðè s > t.

Îáðàòíî, ïóñòü èìååò ìåñòî óêàçàííàÿ ñõîäèìîñòü è f ∈ Cb(IR). Ïóñòü ε > 0.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî |f | 6 1. Âîçüìåì òî÷êè íåïðåðûâíîñòè a è b ôóíêöèè Fµ

òàê, ÷òî Fµ(a) < ε, Fµ(b) > 1 − ε. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n èìååì òàêèå æå
îöåíêè äëÿ ìåð µn. Áîëåå òîãî, ìîæíî ýòè òî÷êè âçÿòü òàê, ÷òî â íèõ íåïðå-
ðûâíû è âñå Fµn (ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ðàçðûâà íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî). Íàéäåì
òàêóþ ãëàäêóþ ôóíêöèþ g, ÷òî |g| 6 1 è |f(t) − g(t)| 6 ε ïðè t ∈ [a, b]. Ïî
ôîðìóëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷àåì∫ b

a

g dµn = Fµmg|ba −
∫ b

a

g′(t)Fµn(t) dt,

à òàêæå àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó äëÿ Fµ. Ïðè áîëüøèõ n ïðàâàÿ ÷àñòü îòëè÷àåòñÿ
îò ïðàâîé ÷àñòè äëÿ Fµ íå áîëåå, ÷åì íà ε (â ñèëó óñëîâèÿ è òåîðåìû Ëåáåãà î
ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè). Çíà÷èò, èíòåãðàëû îò f ïî [a, b] ïî ìåðàì µn è µ
îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà 2ε. Íàêîíåö, èíòåãðàëû îò f ïî äîïîëíåíèþ [a, b]
ïî ìåðàì µn è µ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðåâîñõîäÿò ε.

Äëÿ çíàêîïåðåìåííûõ ìåð òàêîé ðàâíîñèëüíîñòè íåò.

Ïðèìåð 6.4. Ðàçäåëèì [0, 1] íà 2n ðàâíûõ ïðîìåæóòêîâ òî÷êàìè ti,n, i =
1, . . . , 2n, ðàññìîòðèì ìåðû µn,i = δtn,i−1

− δtn,i
è çàíóìåðóåì èõ ïîäðÿä: µ1,1,

µ1,2, µ2,1, µ2,2, µ2,3, µ2,4 è ò.ä. Ýòî äàåò ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ìåð, ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ íå ñõîäÿòñÿ íè â îäíîé òî÷êå èç
(0, 1) (ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìåðû µn,i ðàâíà 1 íà (tn,i−1, tn,i) è 0 âíå ýòîãî
ïðîìåæóòêà).

Îäíàêî äëÿ çíàêîïåðåìåííûõ ìåð âåðíî ñëåäóþùåå.

Ïðåäëîæåíèå 6.5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð µn íà [a, b] ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ìå-
ðå µ â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà îíà îãðàíè÷åíà ïî âàðèàöèè è ôóíêöèè Fµn ñõî-
äÿòñÿ ê Fµ ïî ìåðå Ëåáåãà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µn ⇒ µ. Òîãäà supn ‖µn‖ <∞. Â ñèëó ïðèâîäèìîé íè-
æå çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî â {Fµn} åñòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿ-
ùàÿñÿ ê Fµ ïî÷òè âñþäó. Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåð µ+

n è µ−n
ñîäåðæàò ñëàáî ñõîäÿùèåñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ îäèíàêîâûìè èíäåêñàìè.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü Fµn ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó (íà äîïîë-
íåíèè íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà). Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ
ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
÷àñòÿì.

18



Çàäà÷à 6.6. Äîêàçàòü, ÷òî èçìåðèìûå ôóíêöèè fn ñõîäÿòñÿ ïî ìåðå ê ôóíê-
öèè f â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà âñÿêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü â {fn} ñîäåð-
æèò äàëüíåéøóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê f ïî÷òè âñþäó.

Äîêàæåì òåïåðü âàæíóþ òåîðåìó À.Ä. Àëåêñàíäðîâà.

Òåîðåìà 6.7. Âåðîÿòíîñòíûå ìåðû µn íà X ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê âåðîÿòíîñòíîé
ìåðå µ â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà Z âåðíî
ñîîòíîøåíèå

lim sup
n→∞

µn(Z) 6 µ(Z),

èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, äëÿ âñÿêîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U âåðíî ñîîòíîøå-
íèå

lim inf
n→∞

µn(U) > µ(U).

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî óêàçàííûå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû, èáî çàìêíóòûå
ìíîæåñòâà � äîïîëíåíèÿ îòêðûòûõ. Ïóñòü µn ⇒ µ. Òîãäà âûïîëíåíèå ïåðâîãî
èç óêàçàííûõ óñëîâèé ïðîâåðÿåòñÿ òàê æå, êàê è â ïðèìåðå 6.3, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
äëÿ âñÿêîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà Z è âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ f ∈
Cb(X) ñ |f | 6 1, ðàâíàÿ 1 íà Z è 0 âíå ε-îêðåñòíîñòè Z, ïðè÷åì µ-ìåðà ýòîé
ε-îêðåñòíîñòè ñòðåìèòñÿ ê µ(Z) ïðè ε→ 0. Îòìåòèì, ÷òî f ìîæíî âçÿòü äàæå
ëèïøèöåâîé.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äîêàçàííîãî â ïðèìåðå 6.3, èáî
çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïðèìåðà äàåò ñëàáóþ ñõîäèìîñòü ìåð µn ◦ f−1 ê µ ◦ f−1 äëÿ
âñåõ f ∈ Cb(X).

Ââåäåì òåïåðü ñëåäóþùåå âàæíîå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå 6.8. Ñåìåéñòâî ìåð S íà X íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ïëîòíûì,
åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 åñòü òàêîé êîìïàêò Kε, ÷òî

|µ|(X\Kε) < ε ∀µ ∈ S.

Åñëè X êîìïàêòíî, òî ëþáîå ñåìåéñòâî ìåð íà X ðàâíîìåðíî ïëîòíî.

Çàìå÷àíèå 6.9. Ïóñòü X êîìïàêòíî. Òîãäà âñÿêàÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð íà X ñîäåðæèò ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü. Â ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî çàäà÷å íèæå èìååòñÿ ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíî-
æåñòâî {fi} â Cb(X). Ñ ïîìîùüþ äèàãîíàëüíîãî ïðèåìà Êàíòîðà âûäåëèì ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â {µn}, äëÿ êîòîðîé èíòåãðàëû ñõîäÿòñÿ íà êàæäîé ôóíê-
öèè fi. Òîãäà â ñèëó ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ïî âàðèàöèè è ïëîòíîñòè
{fi} ïîëó÷èì ñõîäèìîñòü èíòåãðàëîâ íà âñåõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèÿõ. Ïðåäåë
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà C(X), êîòîðûé ïî
òåîðåìå Ðèññà çàäàåòñÿ êàê èíòåãðàë ïî íåêîòîðîé ìåðå.

Çàìå÷àíèå 6.10. Èñïîëüçîâàííàÿ â ïðåäûäóùåì çàìå÷àíèè òåîðåìà Ðèññà î
ïðåäñòàâëåíèè íåïðåðûâíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà l íà C(X) äëÿ êîìïàêòà
X â âèäå

l(f) =

∫
X

f dµ
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ñ íåêîòîðîé ìåðîé µ ∈ M(X) íåñëîæíî äîêàçûâàåòñÿ äëÿ X = [0, 1]. Ïîýòî-
ìó îíà ñðàçó ïåðåíîñèòñÿ íà êîìïàêòû X ⊂ [0, 1]. Äëÿ îáùåãî ìåòðè÷åñêîãî
êîìïàêòà åå ìîæíî ïîëó÷èòü òàê: íàéäåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ñþðúåêöèÿ h : C → X
êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà K; íà ïîäïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé âèäà f ◦h âîçíèêàåò
ôóíêöèîíàë l0(f ◦ h) = l(f) (îí çàäàí êîððåêòíî èç-çà ñþðúåêòèâíîñòè h), êî-
òîðûé ïî òåîðåìå Õàíà � Áàíàõà ïðîäîëæàåòñÿ íà âñå C(K) è çàäàåòñÿ ìåðîé
ν íà K; ëåãêî âèäåòü, ÷òî l çàäàåòñÿ ìåðîé µ = ν ◦ h−1.

Çàìå÷àíèå 6.11. Äëÿ íåêîìïàêòíîãî X íå âñÿêèé íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë íà Cb(X) çàäàåòñÿ êàê èíòåãðàë ïî ìåðå èç M(X). Íàïðèìåð, íà
Cb(IR) ìîæíî âçÿòü ôóíêöèîíàë, ïîëó÷åííûé ïðîäîëæåíèåì ïî òåîðåìå Õàíà
� Áàíàõà ôóíêöèîíàëà l(f) = lim

t→∞
f(t) íà ïîäïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, èìåþùèõ

ïðåäåë íà áåñêîíå÷íîñòè. ßñíî, ÷òî ïîëó÷åííûé ôóíêöèîíàë íå çàäàåòñÿ êàê
èíòåãðàë.

Â ñëó÷àå íåêîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà óñëîâèå ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêöèîíàëà
èíòåãðàëîì ñëåäóþùåå: íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë l íà Cb(X) çàäà-
åòñÿ ìåðîé èç M(X) òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé
êîìïàêò Kε, ÷òî |l(f)| 6 ε äëÿ âñåõ òàêèõ f ∈ Cb(X), ÷òî |f | 6 1 è |f |

∣∣
Kε

6 ε.

Äîêàæåì òåïåðü î÷åíü âàæíóþ òåîðåìó Þ.Â. Ïðîõîðîâà.

Òåîðåìà 6.12. Âñÿêàÿ ñëàáî ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð íà X ðàâ-
íîìåðíî ïëîòíà è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà.

Îáðàòíî, èç ðàâíîìåðíî ïëîòíîé îãðàíè÷åííîé ïî âàðèàöèè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ìåð ìîæíî èçâëå÷ü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷åííîñòü ïî âàðèàöèè óæå ïîÿñíÿëàñü. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî {µn} íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïëîòíîé. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ε > 0 ñî
ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ êàæäîãî êîìïàêòà K ⊂ X ìîæíî íàéòè òàêóþ ìåðó
µnK

, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|µnK
|(X\Kε) > ε, (2)

ãäå Kε � çàìêíóòàÿ ε-îêðåñòíîñòü K. Â ñàìîì äåëå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ
êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé êîìïàêò K(ε) ⊂ X, ÷òî

|µn|
(
X\K(ε)ε

)
6 ε ∀n.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî δ > 0 ïîëîæèì Kj = K(δ2−j)δ2−j
è ïîëó÷èì ìíîæåñòâî

K =
⋂∞

j=1Kj, êîòîðîå êîìïàêòíî, ïðè÷åì

|µn|(X\K) 6
∞∑

j=1

|µ|(X\Kj) 6 δ ∀n,

÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì. Òåïåðü ñ ïîìîùüþ (2) ìû ïî èíäóêöèè íàéäåì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîìïàêòîâ Kj è ìåð µmj

ñî ñëå-
äóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) |µmj
|(Kj) > ε,

2) Kj+1 ⊂ X\
⋃j

i=1K
ε
i .
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Â êà÷åñòâå µm1 áåðåì ïðîèçâîëüíóþ ìåðó ñ ‖µm1‖ > ε (åå ñóùåñòâîâàíèå âû-
òåêàåò èç (2)), â êà÷åñòâå K1 � êîìïàêò ñ |µ1|(K1) > ε, çàòåì ïî K1 íàõîäèì
µm2 ñ ïîìîùüþ (2). Äàëåå áåðåì êîìïàêò K2 ⊂ X\Kε

1 ñ |µm2|(K2) > ε, ïîëàãàåì
Q2 = K1 ∪ K2 è íàõîäèì ìåðó µm3 ñ |µm3|(X\Qε

2) > ε è ò.ä. Èç ñâîéñòâà 2)

ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà Uj := K
ε/4
j ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ñóùåñòâóþò òàêèå

íåïðåðûâíûå ôóíêöèè fj, ÷òî fj = 0 âíå Uj, |fj| 6 1 è

∫
Uj

fj dµmj
> ε. Ïóñòü

ai
n =

∫
X

fi(x)µn(dx).

Òîãäà an := (a1
n, a

2
n, . . .) âõîäèò â l1, òàê êàê

∑∞
i=1 |fi| 6 1. Äëÿ êàæäîãî λ =

(λi) ∈ l∞ ôóíêöèÿ fλ =
∑∞

i=1 λifi íåïðåðûâíà íà X è |fλ| 6 sup
i
|λi|. Ïîñêîëüêó

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

〈λ, an〉 =

∫
X

fλ dµn

ñõîäèòñÿ, òî ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ôóíäàìåíòàëüíà â òîïîëî-
ãèè σ(l1, l∞). Ñîãëàñíî çàäà÷å 6.14 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñõîäèòñÿ ïî íîðìå
â l1. Çíà÷èò, lim

n→∞
an

n = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó fn.

Îáðàòíî, ïóñòü îãðàíè÷åííàÿ ïî âàðèàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð µn ðàâ-
íîìåðíî ïëîòíà. Äëÿ êàæäîãî j íàéäåì êîìïàêò Kj ñ |µn|(X\Kj) < 2−j ïðè
âñåõ n. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Kj ⊂ Kj+1. Ñ ïîìîùüþ äèàãîíàëüíîãî ïðèåìà Êàí-
òîðà âûáåðåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð, ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ íà êàæäîìKj (ýòî
âîçìîæíî â ñèëó ñäåëàííîãî âûøå çàìå÷àíèÿ). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òàêîâà èñ-
õîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïðåäåë ñóæåíèé µn íàKj îáîçíà÷èì ÷åðåç νj; ëåãêî
âèäåòü, ÷òî νj+1|Kj

= νj. Ýòî ïîçâîëÿåò çàäàòü ìåðó µ íà X, ñäåëàâ åå íóëåâîé
âíå ∪jKj. Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî µn ⇒ µ. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü f ∈ Cb(X),
|f | 6 1, ε > 0. Áåðåì j òàê, ÷òî |µn|(X\Kj) < ε è |µ|(X\Kj) < ε ïðè âñåõ n.
Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n èíòåãðàëû îò f ïî Kj ïî ìåðàì µn è µ îòëè÷àþòñÿ
ìåíåå, ÷åì íà ε. Èíòåãðàëû ïî äîïîëíåíèþ Kj íå ïðåâîñõîäÿò ε.

Çàìå÷àíèå 6.13. Èç äîêàçàòåëüñòâà âèäíî, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ ïëîòíîñòü ñëåäó-
åò óæå èç ñëàáîé ôóíäàìåíòàëüíîñòè {µn}, ò.å. ôóíäàìåíòàëüíîñòè èíòåãðàëîâ
îò êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Cb(X). Ýòî ïîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå ñëàáîãî ïðåäåëà
ñëàáî ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Çàäà÷à 6.14. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ vn ∈ l1 òàêîâà, ÷òî äëÿ
âñÿêîãî l ∈ l∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü l(vn) ñõîäèòñÿ. Äîêàçàòü, ÷òî {vn} ñõî-
äèòñÿ ïî íîðìå â l1.

Çàäà÷à 6.15. Ïóñòü K � ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàí-
ñòâî C(K) ñåïàðàáåëüíî è â íåì âñþäó ïëîòíî ìíîæåñòâî ëèïøèöåâûõ ôóíê-
öèé.

Çàäà÷à 6.16. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïóñòûõ êîìïàêòîâ Kn â ìåòðè-
÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X, ìåæäó êîòîðûìè ðàññòîÿíèÿ íå ìåíüøå íåêîòîðîãî
r > 0, à òàêæå ÷èñëà cn ∈ [−1, 1]. Äîêàçàòü, ÷òî íà X íàéäåòñÿ îãðàíè÷åííàÿ
ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ cn íà Kn.
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7 Ìåòðèêà Êàíòîðîâè÷à

Ñëàáóþ ñõîäèìîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ìåð ìîæíî çàäàòü ìåòðèêîé; èìååòñÿ íåñêîëü-
êî êëàññè÷åñêèõ ìåòðèê, çàäàþùèõ ñëàáóþ ñõîäèìîñòü: ìåòðèêè Ëåâè, Ïðîõî-
ðîâà, Êàíòîðîâè÷à è äðóãèå. Çäåñü ìû êðàòêî îáñóäèì äâå ìåòðèêè Êàíòîðîâè-
÷à. Îòìåòèì, ÷òî ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü çíàêîïåðåìåííûõ ìåð íà îáùèõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ íå çàäàåòñÿ ìåòðèêîé, íî çàäàåòñÿ òîïîëîãèåé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lip1(X) ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà X, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ ïîñòîÿííîé 1, ò.å. |f(x)− f(y)| 6 d(x, y).

Îïðåäåëåíèå 7.1. Äëÿ µ ∈M(X) ïîëîæèì

‖µ‖0 = sup

{∫
X

f dµ : f ∈ Lip1(X), supx|f(x)| 6 1

}
.

Ìåòðèêà Êàíòîðîâè÷à d0 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé d0(µ, ν) = ‖µ− ν‖0.

Òåîðåìà 7.2. Âåðîÿòíîñòíûå ìåðû µn íà X ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê âåðîÿòíîñòíîé
ìåðå µ â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ‖µn − µ‖0 → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µn ⇒ µ è ε > 0. Ïî òåîðåìå Ïðîõîðîâà íàéäåòñÿ òà-
êîé êîìïàêò K, ÷òî |µn|(X\K) 6 ε äëÿ âñåõ n è |µn|(X\K) 6 ε. Ïîýòîìó
óòâåðæäåíèå ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè
íàðóøåíèè ñîîòíîøåíèÿ ‖µn − µ‖0 → 0 íàéäóòñÿ èíäåêñû in → ∞ è ôóíêöèè
fn ∈ Lip1(X) ñ |fn| 6 1 è ∫

fn dµin −
∫
fn dµ > c > 0.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî in = n. Èç ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé è ðàâíîìåðíî ëèïøè-
öåâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fn} íà êîìïàêòå ìîæíî âûáðàòü ðàâíîìåðíî ñõî-
äÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òàêîâà ñàìà {fn}, ò.å.
fn ⇒ f . Òîãäà ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñî ñõîäèìîñòüþ èíòåãðàëîâ îò f ïî ìå-
ðàì µn ê èíòåãðàëó ïî ìåðå µ. Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàííîå âåðíî è äëÿ çíàêîïå-
ðåìåííûõ ìåð.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáðàòíîé èìïëèêàöèè ìû óñòàíîâèì äàæå íåñêîëüêî áîëåå
îáùèé ôàêò: ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ñëåäóåò èç ñõîäèìîñòè èíòå-
ãðàëîâ îò ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé (î÷åâèäíûì îáðàçîì èç ñõîäèìîñòè â ìåòðèêå
Êàíòîðîâè÷à ñëåäóåò ñõîäèìîñòü èíòåãðàëîâ îò ëþáûõ îãðàíè÷åííûõ ëèïøè-
öåâûõ ôóíêöèé). Ýòî ÿñíî èç çàìå÷àíèÿ ïðî ëèïøèöåâû ôóíêöèè, ñäåëàííîãî
â äîêàçàòåëüñòâå êðèòåðèÿ À.Ä. Àëåêñàíäðîâà.

Îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ äëÿ çíàêîïåðåìåííûõ ìåð íåâåðíà. Íàïðèìåð, ìåðû
µn =

√
n(δ1/n − δ0) íà ïðÿìîé íå ñõîäÿòñÿ ñëàáî, èáî ‖µn‖ = 2

√
n, íî ‖µn‖0 6

1/
√
n. Àíàëîãè÷íûé ïðèìåð âîçìîæåí äëÿ ëþáîãî íåäèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Èìååòñÿ åùå îäíà âàæíàÿ ìåòðèêà Êàíòîðîâè÷à, êîòîðóþ ìû îïðåäåëèì íà

ìíîæåñòâå P1(X) âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà X, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ èíòåãðèðóå-
ìû ëèïøèöåâû ôóíêöèè. Êîíå÷íî, äîñòàòî÷íî èíòåãðèðóåìîñòè îäíîé ôóíêöèè
d(x, x0), ãäå x0 � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà.
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Îïðåäåëåíèå 7.3. Äëÿ µ, ν ∈ P1(X) ïîëîæèì

dK(µ, ν) = ‖µ− ν‖K = sup

{∫
X

f dµ : f ∈ Lip1(X)

}
.

Ìåòðèêà Êàíòîðîâè÷à dK çàäàåòñÿ ôîðìóëîé dK(µ, ν) = ‖µ − ν‖K , åñëè íà
ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâåM0

1(X) çíàêîïåðåìåííûõ ìåð σ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ
èíòåãðèðóåìà ôóíêöèÿ d(x, x0 è σ(X) = 0, çàäàòü íîðìó ïî ôîðìóëå âûøå.

ßñíî, ÷òî ‖µ− ν‖0 6 ‖µ− ν‖K .
Ìåòðèêà dK èíòåðåñíà â ñâÿçè ñî ñëåäóþùèì ïðåäñòàâëåíèåì Êàíòîðîâè÷à.

Òåîðåìà 7.4. Äëÿ âñÿêèõ ìåð µ, ν ∈ P1(X) âåðíî ðàâåíñòâî

dK(µ, ν) = inf
π∈Π(µ,ν)

∫
X×X

d(x, y)π(dx dy),

ãäå Π(µ, ν) � ìíîæåñòâî âñåõ áîðåëåâñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà X × X ñ
ïðîåêöèÿìè µ è ν íà ñîìíîæèòåëè.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Π(µ, ν) íåïóñòî, èáî ñîäåðæèò ìåðó µ ⊗ ν, îäíàêî
â íåòðèâèàëüíûõ ñëó÷àÿõ èíôèìóì äîñòèãàåòñÿ íå íà ýòîé ïðîäàêò-ìåðå.

Çàäà÷à 7.5. Äîêàçàòü, ÷òî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíê-
öèé íà êîìïàêòå, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ îáùåé ïîñòîÿííîé,
ñîäåðæèò ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

8 Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è óñëîâ-

íûå ìåðû

Ïóñòü (Ω,A, µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé è B � íåêîòîðàÿ ïîä-σ-
àëãåáðà â A.

Îïðåäåëåíèå 8.1. Ïóñòü f ∈ L1(µ). Óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì
f îòíîñèòåëüíî σ-àëãåáðû B è ìåðû µ íàçûâàåòñÿ òàêàÿ B-èçìåðèìàÿ µ-
èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ IEBf , ÷òî∫

Ω

gf dµ =

∫
Ω

gIEBf dµ (3)

äëÿ âñÿêîé îãðàíè÷åííîé B-èçìåðèìîé ôóíêöèè g.

Óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì èíäèâèäóàëüíîé èíòåãðèðóåìîé ôóíê-
öèè f ñ÷èòàåòñÿ óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà
â L1(µ).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî åñëè B-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ
ψ ï.â. ðàâíà IEBf , òî îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíè-
åì f , îäíàêî ñðåäè ýêâèâàëåíòíûõ IEBf ôóíêöèé ìîãóò áûòü è íå B-èçìåðèìûå.
Ýòî òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîé àêêóðàòíîñòè ïðè îáû÷íîì îòîæäåñòâëåíèè èíäè-
âèäóàëüíûõ ôóíêöèé è êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ðàçóìååòñÿ, åñëè îïðåäåëÿòü
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óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êàê êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ B-èçìåðèìûõ ôóíê-
öèé, òî îíî åäèíñòâåííî.

Åñëè f ∈ L2(µ), òî IEBf åñòü îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ f íà çàìûêàíèå ëè-
íåéíîé îáîëî÷êè êëàññà îãðàíè÷åííûõ B-èçìåðèìûõ ôóíêöèé â L2(µ). Â îáùåì
ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèå óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëåäóåò èç òåîðå-
ìû Ðàäîíà � Íèêîäèìà ïðèìåíèòåëüíî ê ñóæåíèÿì ìåð f ·µ è µ íà σ-àëãåáðó B.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f 7→ IEBf ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ëèíåé-
íûì îïåðàòîðîì â L1(µ) ñ åäèíè÷íîé íîðìîé. Îäíàêî ðàâåíñòâî

IEB(f + g) = IEBf + IEBg

âåðíî ëèøü ïî÷òè âñþäó. Ïîýòîìó ïðè ðàññìîòðåíèè ôóíêöèè ìíîæåñòâà

A 7→ IEBIA(x)

íà A äëÿ ôèêñèðîâàííîãî x íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî îíà îêàçûâàåòñÿ ìåðîé.
Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ýòîãî è íåëüçÿ äîáèòüñÿ (õîòÿ áû ïðè
ïî÷òè âñåõ x), îäíàêî ïðè øèðîêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ òàêàÿ çàäà÷à ðàç-
ðåøèìà.

Îïðåäåëåíèå 8.2. Ïóñòü äàíû σ-àëãåáðà A, åå ïîä-σ-àëãåáðà B è âåðîÿòíîñò-
íàÿ ìåðà µ íà A. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ

µ( · , · ) : A×X → IR1

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåãóëÿðíóþ óñëîâíóþ ìåðó íà A îòíîñèòåëüíî B, åñëè
1) äëÿ êàæäîãî x ôóíêöèÿ A 7→ µ(A, x) � ìåðà íà A;
2) äëÿ êàæäîãî A ∈ A ôóíêöèÿ x 7→ µ(A, x) èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî B è

µ-èíòåãðèðóåìà;
3) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

µ(A ∩B) =

∫
B

µ(A, x)µ(dx), ∀ A ∈ A, B ∈ B. (4)

Â ïðèëîæåíèÿõ áûâàåò óäîáíî èìåòü äåëî ñ σ-àëãåáðàìè, ïîðîæäåííûìè
èçìåðèìûìè îòîáðàæåíèÿìè. À èìåííî, åñëè (Y, E) � èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî,
π : X → Y � èçìåðèìîå (îòíîñèòåëüíî ïàðû σ-àëãåáð A è E) îòîáðàæåíèå, òî
âîçíèêàåò σ-àëãåáðà B = {π−1(E) : E ∈ E}, ïîðîæäåííàÿ π, ò.å. íàèìåíüøàÿ
σ-àëãåáðà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé π èçìåðèìî. Âïðî÷åì, ëþáàÿ ïîä-σ-àëãåáðà B
èìååò òàêîé âèä: äîñòàòî÷íî âçÿòü â êà÷åñòâå π òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå èç
(X,A) â (Y, E).

Îïðåäåëåíèå 8.3. Ñèñòåìîé ðåãóëÿðíûõ óñëîâíûõ ìåð µy, y ∈ Y , ïîðîæäåí-
íûõ (A, E)-èçìåðèìûì îòîáðàæåíèåì π èç X â Y , áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ
(A, y) 7→ µy(A) íà A×Y , êîòîðàÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì y ÿâëÿåòñÿ ìåðîé íà A,
ïðè ôèêñèðîâàííîì A ∈ A èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî E è µ ◦ π−1-èíòåãðèðóåìà
è äëÿ âñåõ A ∈ A, E ∈ E óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

µ
(
A ∩ π−1(E)

)
=

∫
E

µy(A)µ ◦ π−1(dy). (5)

Åñëè äëÿ ïî÷òè êàæäîé îòíîñèòåëüíî ìåðû µ ◦ π−1 òî÷êè y èç Y èìååì
π−1(y) ∈ A è ìåðà µy ñîñðåäîòî÷åíà íà π−1(y), òî áóäåì íàçûâàòü µy ñîá-
ñòâåííûìè óñëîâíûìè ìåðàìè.
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Ëåììà 8.4. Åñëè A � ñ÷åòíî-ïîðîæäåííàÿ, òî ðåãóëÿðíàÿ óñëîâíàÿ ìåðà
ñóùåñòâåííî åäèíñòâåííà: äëÿ âñÿêèõ äâóõ òàêèõ ìåð µ1( · , · ) è µ2( · , · ) åñòü
ìíîæåñòâî Z ∈ B òàêîå, ÷òî µ(Z) = 0 è µ1(A, x) = µ2(A, x) äëÿ âñåõ A ∈ A è
x ∈ X\Z.

Åñëè µ � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, òî òàêîâû è ï.â. µ( · , x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñ÷åòíàÿ àëãåáðà A′ = {An} ïîðîæäàåò A. Ââèäó (4)
äëÿ êàæäîãî An ∈ A′ íàéäåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî Zn ∈ B, ÷òî µ(Zn) = 0 è
µ1(An, x) = µ2(An, x) äëÿ âñåõ x ∈ X\Zn. Òåïåðü ïîëîæèì Z :=

⋃∞
n=1 Zn.

Åñëè µ � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, òî äëÿ êàæäîãî n ôóíêöèÿ µ(An, x) íåîòðèöà-
òåëüíà µ-ï.â., òàê êàê åå èíòåãðàë ïî êàæäîìó B ∈ B íåîòðèöàòåëåí. Àíàëîãè÷-
íî µ(X, x) = 1 äëÿ µ-ï.â. x. Ïîýòîìó äëÿ µ-ï.â. x ìåðà µ( · , x) íåîòðèöàòåëüíà
íà A′, ïðè÷åì µ(X, x) = 1. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî µ( · , x) � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà
äëÿ òàêèõ x.

Òåîðåìà 8.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ-àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíî-ïîðîæäåííîé
è ÷òî µ èìååò êîìïàêòíûé ïðèáëèæàþùèé êëàññ â A. Òîãäà äëÿ êàæäîé
ïîä-σ-àëãåáðû B ⊂ A ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ óñëîâíàÿ ìåðà íà A.

Â ÷àñòíîñòè, ýòî âåðíî äëÿ âñÿêîé áîðåëåâñêîé ìåðû íà ñóñëèíñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå.

Ïðåäñòàâèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â òåðìèíàõ ïîðîæäàþùåãî B îòîáðà-
æåíèÿ π.

Òåîðåìà 8.6. Ïóñòü (X,A, µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé, (Y, E)
� èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî è îòîáðàæåíèå π : (X,A) → (Y, E) èçìåðèìî îò-
íîñèòåëüíî (Aµ, E), ïðè÷åì π(X) ∈ Eµ◦π−1, ãäå Eµ◦π−1 � ïîïîëíåíèå E îòíîñè-
òåëüíî ìåðû µ ◦ π−1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíî-ïîðîæäåííîé, à
ìåðà µ îáëàäàåò êîìïàêòíûì ïðèáëèæàþùèì êëàññîì. Òîãäà íà A ñóùåñòâó-
þò âåðîÿòíîñòíûå ðåãóëÿðíûå óñëîâíûå ìåðû µy, y ∈ Y , ïîðîæäåííûå π.

Ñëåäñòâèå 8.7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðåäûäóùåé òåîðåìå σ-àëãåáðà E ÿâ-
ëÿåòñÿ ñ÷åòíî-ïîðîæäåííîé è ñîäåðæèò âñå îäíîòî÷å÷íûå ìíîæåñòâà. Òî-
ãäà ñóùåñòâóþò ðåãóëÿðíûå óñëîâíûå ìåðû µy íà σ-àëãåáðå A′, ïîðîæäåííîé
A è π−1(E), ïðè÷åì äëÿ |µ| ◦ π−1-ï.â. y ìåðà µy ñîñðåäîòî÷åíà íà ìíîæå-
ñòâå π−1(y). Åñëè π îáëàäàåò òàêîé (A, E)-èçìåðèìîé âåðñèåé π̃, ÷òî π̃(A)
ñîäåðæèòñÿ â Eµ◦f−1, òî π−1(y) ∈ Aµy äëÿ µ ◦ π−1-ï.â. y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ π−1(y) ∈ A′ äëÿ âñåõ y ∈ Y .
Ïóñòü ν = µ ◦ π−1. Ñóùåñòâóåò ñ÷åòíàÿ àëãåáðà ìíîæåñòâ E0 = {En}, ïîðîæäà-
þùàÿ E . ßñíî, ÷òî A′ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíî-ïîðîæäåííîé. Ïî äîêàçàííîìó,
ñóùåñòâóþò ðåãóëÿðíûå óñëîâíûå ìåðû µy, y ∈ Y , íà A′. Çàôèêñèðóåì En ∈ E0.
Äëÿ âñÿêîãî E ∈ E ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà∫

E

µy
(
π−1(En)

)
ν(dy) = µ

(
π−1(E) ∩ π−1(En)

)
= µ

(
π−1(E ∩ En)

)
= ν(E ∩ En) =

∫
E

IEn(y) ν(dy),
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îòêóäà µy
(
π−1(En)

)
= IEn(y) ν-ï.â. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî

Y0 ïîëíîé ν-ìåðû, ÷òî µ
y
(
π−1(En)

)
= IEn(y) äëÿ âñåõ y ∈ Y0 è âñåõ n. Èç ýòîãî

ñëåäóåò, ÷òî
µy

(
π−1(E)

)
= IE(y), ∀ y ∈ Y0, E ∈ E .

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ôèêñèðîâàííîì y ∈ Y0 îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ
ìåðàìè ïî E è ñîâïàäàþò íà E0. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì µy

(
π−1(y)

)
= 1 äëÿ

âñåõ y ∈ Y0. Åñëè èìååòñÿ ìîäèôèêàöèÿ π̃ ñî ñâîéñòâàìè, óêàçàííûìè â ôîðìó-
ëèðîâêå, òî íàéäåòñÿ ìíîæåñòâîX0 ∈ A ïîëíîé µ-ìåðû, íà êîòîðîì π ñîâïàäàåò
ñ π̃ è ÿâëÿåòñÿ (A, E)-èçìåðèìûì. Òîãäà Y0 := π(X0) = π̃(X0) ∈ Eν . Äëÿ ìåðû
µ íà X0 ñóùåñòâóþò ðåãóëÿðíûå óñëîâíûå ìåðû µy, y ∈ Y0, íà AX0 = A ∩ X0,
ïðè÷åì µy

(
X0 ∩ π−1(y)

)
= 1 äëÿ ν-ï.â. y ∈ Y0. Ïðîäîëæèì ìåðû µy íà A, ïîëî-

æèâ µy(X\X0) = 0. Ïîñêîëüêó X0 ∩ π−1(y) âõîäèò â A è ñîäåðæèòñÿ â π−1(y),
òî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïðèâåäåì ïðèìåð, êîãäà ðåãóëÿðíûõ óñëîâíûõ ìåð íåò äàæå äëÿ ñ÷åòíî-
ïîðîæäåííûõ σ-àëãåáð. Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå êîìïàêòíîãî ïðèáëèæàþùåãî
êëàññà ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì óñëîâèåì. Âîçüìåì äâà äèçúþíêòíûõ ìíîæå-
ñòâà S1 è S2 â îòðåçêå [0, 1] òàê, ÷òî îáà èìåþò âíóòðåííþþ ìåðó 0, à âíåø-
íþþ 1, ïðè÷åì S1 ∪ S2 = [0, 1] (ñì. çàäà÷ó 1.4). Â êà÷åñòâå B âîçüìåì áîðåëåâ-
ñêóþ σ-àëãåáðó îòðåçêà, à â êà÷åñòâå A âîçüìåì σ-àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ B è
ìíîæåñòâîì S1. ßñíî, ÷òî îáå σ-àëãåáðû � ñ÷åòíî-ïîðîæäåííûå, ïðè÷åì âñÿêîå
ìíîæåñòâî A ∈ A èìååò âèä

A = (B1 ∩ S1) ∪ (B2 ∩ S2), B1, B2 ∈ B([0, 1]).

Ïóñòü λ � ìåðà Ëåáåãà íà [0, 1]. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ôîðìóëà
µ(A) =

(
λ(B1) + λ(B2)

)
/2 êîððåêòíî çàäàåò ìåðó íà A, ñîâïàäàþùóþ ñ λ íà B.

Ïðèìåð 8.8. Íà A íå ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíûõ óñëîâíûõ ìåð îòíîñèòåëüíî B.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå èç ([0, 1],A) â ([0, 1],B)
èçìåðèìî. Îáðàç ìåðû µ ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè åñòü λ. Èç äîêàçàòåëüñòâà ñëåä-
ñòâèÿ 8.7 âèäíî, ÷òî äëÿ λ-ï.â. y ðåãóëÿðíûå óñëîâíûå ìåðû äîëæíû áûòü äè-
ðàêîâñêèìè ìåðàìè â òî÷êàõ: µy(A) = δy(A). Â ÷àñòíîñòè, µy(S1) = δy(S1) äëÿ
âñåõ y âíå íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà Z ëåáåãîâñêîé ìåðû íóëü. Î÷åâèäíûì îáðà-
çîì ýòî íå ñîâìåñòèìî ñ òðåáîâàíèåì λ-èçìåðèìîñòè ôóíêöèè µy(S1), êîòîðàÿ
ðàâíà 1 íà ìíîæåñòâå, îòëè÷àþùåìñÿ îò íåèçìåðèìîãî ìíîæåñòâà S1 ëèøü íà
ìíîæåñòâî ëåáåãîâñêîé ìåðû íóëü.

Òåïåðü ìû óâèäèì, ÷òî íå âñå åñòåñòâåííûå òðåáîâàíèÿ íà óñëîâíûå ìåðû,
âñòðå÷àâøèåñÿ âûøå, ñîâìåñòèìû. Ïóñòü µ � áîðåëåâñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà
íà áîðåëåâñêîì ìíîæåñòâå X â ïîëíîì ñåïàðàáåëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå è f � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ íà X. Îáîçíà÷èì σ-àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ f ,
÷åðåç σ(f).

Ïðåäëîæåíèå 8.9. Ñóùåñòâîâàíèå ðåãóëÿðíûõ óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð
µy, y ∈ IR1, êîòîðûå ïðè âñåõ y ∈ f(X) ñîñðåäîòî÷åíû íà ìíîæåñòâàõ f−1(y) è
äëÿ êîòîðûõ âñå ôóíêöèè y 7→ µy(A), A ∈ B(X), ÿâëÿþòñÿ áîðåëåâñêèìè, ðàâ-
íîñèëüíî òîìó, ÷òî íàéäåòñÿ îòîáðàæåíèå F : X → X, êîòîðîå

(
σ(f),B(X)

)
-

èçìåðèìî è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ f
(
F (x)

)
= f(x).
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Ïðè ýòîì íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ îòîáðàæåíèÿ F ÿâëÿåò-
ñÿ áîðåëåâîñòü ìíîæåñòâà f(X). Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
f èç áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà â [0, 1] â [0, 1], äëÿ êîòîðîé íåò óñëîâíûõ ìåð ñî
ñâîéñòâàìè, óïîìÿíóòûìè âûøå, äàæå äëÿ ìåðû Ëåáåãà.

Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå (ïðè÷åì äàæå íå â ñëèøêîì îáùåì) íàäî
ëèáî îòêàçàòüñÿ îò òîãî, ÷òî âñå óñëîâíûå ìåðû µy ñèäÿò íà ìíîæåñòâàõ f−1(y)
è ðàçðåøèòü íàðóøåíèå ýòîãî óñëîâèÿ äëÿ òî÷åê y èç ìíîæåñòâà µ ◦ f−1-ìåðû
íóëü, ëèáî íàñòàèâàòü íà ýòîì óñëîâèè, íî òîãäà ïîñòóïèòüñÿ áîðåëåâîñòüþ
ôóíêöèé y 7→ µy(A) è äîâîëüñòâîâàòüñÿ èõ èçìåðèìîñòüþ îòíîñèòåëüíî µ◦f−1.

9 Ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà � Ðîõëèíà è èçìåðèìûå

ðàçáèåíèÿ Ðîõëèíà

Âàæíûé äëÿ ïðèëîæåíèé êëàññ èçìåðèìûõ ïðîñòðàíñòâ áûë âûäåëåí íàøèì
çàìå÷àòåëüíûì è âåñüìà ðàçíîñòîðîííèì ìàòåìàòèêîì Â.À. Ðîõëèíûì (âîñïî-
ìèíàíèÿ î íåì ñì. â Èçáðàííûõ ðàáîòàõ [5]), êîòîðûé íàçâàë èõ ïðîñòðàíñòâàìè
Ëåáåãà. Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå íåîòðèöàòåëüíûå
ìåðû.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé (M,M, µ) îáëàäàåò ñ÷åòíûì áà-
çèñîì {Bn}, åñëè ìíîæåñòâà Bn ∈M ðàçäåëÿþò òî÷êè M (ò.å. äëÿ ëþáûõ ðàç-
ëè÷íûõ òî÷åê x è y ñóùåñòâóåò òàêîå Bn, ÷òî ëèáî x ∈ Bn, y 6∈ Bn, ëèáî x 6∈ Bn,
y ∈ Bn), ïðè÷åì ëåáåãîâñêîå ïîïîëíåíèå σ({Bn}) ñîâïàäàåò ñ ïîïîëíåíèåì M
(ò.å. σ({Bn})µ = Mµ). Èíà÷å ãîâîðÿ, âñÿêîå µ-èçìåðèìîå ìíîæåñòâî çàêëþ÷åíî
ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè èç σ({Bn}) ðàâíîé ìåðû.

Ïðîñòðàíñòâà ñ òàêèì ñâîéñòâîì áóäåì íàçûâàòü ñåïàðàáåëüíûìè ïî Ðîõ-
ëèíó. Ñåïàðàáåëüíûìè ïî Ðîõëèíó ÿâëÿþòñÿ òå è òîëüêî òå èçìåðèìûå ïðî-
ñòðàíñòâà (M,M, µ), äëÿ êîòîðûõ ìîæíî íàéòè ñ÷åòíî-ïîðîæäåííóþ è ñ÷åòíî-
ðàçäåëÿþùóþ σ-àëãåáðó A ⊂M ñ Aµ = Mµ.

Ïóñòü Ω = {0, 1}∞ � ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ω = (ωi), ãäå ωi

åñòü 1 èëè 0. Äëÿ êàæäîãî ω ∈ Ω ïîëîæèì

Eω =
∞⋂

n=1

Bn(ωn),

ãäå Bn(ωn) = Bn, åñëè ωn = 1, è Bn(ωn) = M\Bn, åñëè ωn = 0.
Åñëè ìíîæåñòâà Bn ðàçäåëÿþò òî÷êè M , òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ Eω ñîäåð-

æèò íå áîëåå îäíîé òî÷êè.
Ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ ïîëíûì îòíîñèòåëüíî ñâîåãî áàçèñà {Bn}, åñëè

êàæäîå Eω íåïóñòî.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà ìíîæåñòâî Eω åñòü íåêîòîðàÿ

òî÷êà xω ∈M , ïðè÷åì âñÿêàÿ òî÷êà x ∈M ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðûì Eω: â êà÷åñòâå
ω = ω(x) íàäî âçÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé ωn = 1, åñëè x ∈ Bn,
è ωn = 0, åñëè x 6∈ Bn. Ôîðìóëà ψ : x 7→ ω(x) çàäàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå M íà Ω. Â ÷àñòíîñòè, M èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.
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Ïðèìåð 9.1. Íàäåëèì ïðîñòðàíñòâî Ω åãî åñòåñòâåííîé σ-àëãåáðîé B, ïîðî-
æäåííîé öèëèíäðàìè Cn = {ω ∈ Ω: ωn = 1} (ò.å. B = B(Ω), åñëè Ω ðàññìàòðè-
âàòü êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå, ÷òî ïðåâðàùàåò Ω â êîìïàêòíîå ìåòðè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî). Òîãäà äëÿ âñÿêîé áîðåëåâñêîé ìåðû ν íà Ω ïðîñòðàíñòâî
(Ω,B, ν) ïîëíî îòíîñèòåëüíî áàçèñà {Cn}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåî÷åâèäíà ëèøü íåïóñòîòà ìíîæåñòâ Eω. Ïîñêîëüêó äîïîë-
íåíèå ê Cn ñîñòîèò èç âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ íóëåâîé n-êîìïîíåíòîé, òî
òî÷êà xω óêàçûâàåòñÿ ÿâíûì îáðàçîì: åå n-êîìïîíåíòà åñòü ωn.

Ïîëíîòà îòíîñèòåëüíî áàçèñà îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî âñå Bn ïåðåñåêàþò-
ñÿ (ïðè÷åì åñëè êàêèå-òî èç íèõ çàìåíèòü íà äîïîëíåíèÿ, òî è òàêèå ìíîæåñòâà
áóäóò èìåòü îáùóþ òî÷êó). Ïîýòîìó åñòåñòâåííûé áàçèñ ìåðû Ëåáåãà íà îòðåç-
êå, ñîñòàâëåííûé èç èíòåðâàëîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîíöàìè, ýòîìó óñëîâèþ íå
óäîâëåòâîðÿåò. Âîîáùå ãîâîðÿ, ïîñòðîåíèå áàçèñà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ïðî-
ñòðàíñòâî ïîëíî, � íå î÷åíü ïðîñòàÿ çàäà÷à, êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì íà ïðèìåðå
ìåðû Ëåáåãà. Ïîýòîìó íèæå îáñóæäàåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå øèðîêîå ïîíÿòèå
ïîëíîòû mod0.

Ïðèìåð 9.2. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê èç [0, 1], òðîè÷íîå ðàçëîæåíèå
êîòîðûõ íå ñîäåðæèò 2, è ïóñòü Bn � ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê èç M , ó êîòî-
ðûõ íà n-îé ïîçèöèè â òðîè÷íîì ðàçëîæåíèè ñòîèò 1. Òîãäà M ñ ïðîèçâîëüíîé
áîðåëåâñêîé ìåðîé ïîëíî îòíîñèòåëüíî áàçèñà {Bn}. Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå
ω 7→

∑∞
n=1 ωn3−n çàäàåò èçîìîðôèçì {0, 1}∞ è M .

Ïðèìåð 9.3. Ïðîñòðàíñòâî
(
[0, 1],B([0, 1]), λ

)
, ãäå λ � ìåðà Ëåáåãà, îáëàäàåò

ñ÷åòíûì áàçèñîì, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî îíî ïîëíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî÷êè îòðåçêà [0, 1] áóäåì çàïèñûâàòü â äâîè÷íîé ñèñòåìå
x =

∑∞
n=1 ωn2−n, ãäå ωn ðàâíî 1 èëè 0. Çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê íåêîòîðîãî ñ÷åò-

íîãî ìíîæåñòâà S ⊂ [0, 1] óêàçàííîå ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì,
X = [0, 1]\S íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ äîïîëíåíèåì
â Ω = {0, 1}∞ ê ñ÷åòíîìó ìíîæåñòâó S ′, ñîñòîÿùåìó èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,
êîìïîíåíòû êîòîðûõ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà ðàâíû òîëüêî 0 èëè òîëüêî 1. Ìåæäó
ìíîæåñòâàìè S è S ′ òàêæå óñòàíîâèì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Ïóñòü
Bn � ìíîæåñòâî â [0, 1], ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâó Cn èç ïðèìåðà 9.1 ïðè
ïîëó÷åííîì áîðåëåâñêîì èçîìîðôèçìå [0, 1] è Ω. Òåì ñàìûì, åñëè ïðåíåáðå÷ü
ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì S, òî Bn � êîíå÷íûé íàáîð äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ ïðî-
ìåæóòêîâ â X, ñîäåðæàùèõ ÷èñëà ñ åäèíèöåé íà n-îé ïîçèöèè â äâîè÷íîì ðàç-
ëîæåíèè. Ñîãëàñíî ïðèìåðó 9.1, áàçèñ {Bn} îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîòû.

Îïðåäåëåíèå 9.4. Ïóñòü (M,M, µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé è ñ÷åòíûì áà-
çèñîì {Bn}. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíî ïîëíî mod0 îòíîñèòåëüíî áàçèñà {Bn},
åñëè íàéäóòñÿ èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî (M̃,M̃, µ̃), ïîëíîå îòíîñèòåëüíî íåêî-

òîðîãî áàçèñà {B̃n}, ìíîæåñòâîM0 ∈ M̃µ̃ ïîëíîé µ̃-ìåðû è âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå π : M →M0, òàêèå, ÷òî

π(Bn) = B̃n ∩M0 è µ ◦ π−1 = µ̃.
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Ôàêòè÷åñêè òðåáîâàíèå ïîëíîòû mod0 ñîñòîèò â òîì, ÷òî äàííîå ïðîñòðàí-
ñòâî M ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî êàê ïîäìíîæåñòâî ïîëíîé ìåðû â íåêîòîðîì
ïðîñòðàíñòâå M̃ ñ áàçèñîì, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî îíî ïîëíî, ïðè÷åì ïåðåñå÷å-
íèÿ ýëåìåíòîâ áàçèñà ñ M äàþò çàäàííûé áàçèñ M . Îòìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ
π(Bn) = B̃n ∩M0 ñëåäóåò

(
σ({Bn}), σ({B̃n})

)
-èçìåðèìîñòü π.

Îïðåäåëåíèå 9.5. Ïóñòü (X,A, µ) è (Y,B, ν) � äâà èçìåðèìûõ ïðîñòðàíñòâà
ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ìåðàìè.

(i) Òî÷å÷íûé èçîìîðôèçì T ýòèõ ïðîñòðàíñòâ åñòü òàêîå âçàèìíî-îäíî-
çíà÷íîå îòîáðàæåíèå X íà Y , ÷òî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

T (A) = B è µ ◦ T−1 = ν.

(ii) Ïðîñòðàíñòâà (X,A, µ) è (Y,B, ν) íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè mod0, åñ-
ëè ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà N ∈ Aµ, N

′ ∈ Bν ñ µ(N) = ν(N ′) = 0 è òî÷å÷íûé
èçîìîðôèçì T ïðîñòðàíñòâ X\N è Y \N ′, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ îãðà-
íè÷åííûìè íà íèõ ìåðàìè µ è ν è σ-àëãåáðàìè Aµ è Bν.

Îïðåäåëåíèå 9.6. Ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé (M,M, µ) áóäåì íàçûâàòü ïðî-
ñòðàíñòâîì Ëåáåãà�Ðîõëèíà, åñëè îíî èçîìîðôíî mod0 íåêîòîðîìó ïðîñòðàí-
ñòâó ñ ìåðîé (M ′,M′, µ′) ñî ñ÷åòíûì áàçèñîì, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî M ′

ïîëíî.

ßñíî, ÷òî åñëè ïðîñòðàíñòâî (M,M, µ) ïîëíî mod0 îòíîñèòåëüíî íåêîòîðî-
ãî áàçèñà, òî îíî åñòü ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà�Ðîõëèíà. Â îòëè÷èå îò ïîëíîòû,
ñâîéñòâî ïîëíîòû mod0 íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.

Òåîðåìà 9.7. Ïóñòü (M,M, µ) � ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà�Ðîõëèíà ñ âåðîÿò-
íîñòíîé ìåðîé µ. Òîãäà îíî èçîìîðôíî mod0 îòðåçêó [0, 1] ñ ìåðîé

ν = cλ+
∞∑

n=1

αnδ1/n,

ãäå c = 1−
∑∞

n=1 αn, αn = µ(an) è {an} � âñå àòîìû ìåðû µ.

Òåîðåìà 9.8. Åñëè ñåïàðàáåëüíîå ïî Ðîõëèíó ïðîñòðàíñòâî (M,M, µ) ñ ìåðîé
ïîëíî mod0 îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî áàçèñà, òî îíî ïîëíî mod0 îòíîñèòåëü-
íî âñÿêîãî áàçèñà.

Ðàçáèåíèåì ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé (M,M, µ) íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå M
â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ ζα, ãäå
èíäåêñ α ïðîáåãàåò íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî T . Ïîëîæèì ζ = (ζα)α∈T .
Îñíîâíîé ïðèìåð � ðàçáèåíèå íà ïðîîáðàçû òî÷åê äëÿ èçìåðèìîé ôóíêöèè.

Áóäåì íàçûâàòü ζ-ìíîæåñòâàìè ïðîèçâîëüíûå îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòîâ ðàç-
áèåíèÿ ζ. Íàïðèìåð, åñëè ζ � ðàçáèåíèå êâàäðàòà [0, 1]2 íà îòðåçêè, ïàðàëëåëü-
íûå îñè îðäèíàò, òî ζ-ìíîæåñòâà � ýòî ìíîæåñòâà âèäà A×[0, 1], ãäå A ⊂ [0, 1].

Ïóñòü äàíà ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ S = (Sn). Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâà

∞⋂
n=1

Sn(ωn),
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ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ω = (ωn) ∈ {0, 1}∞, ãäå Sn(ωn) = Sn ïðè
ωn = 1 è Sn(ωn) = M\Sn ïðè ωn = 0. ßñíî, ÷òî ïîëó÷åííûå ìíîæåñòâà (èç
íèõ ó÷èòûâàþòñÿ ëèøü íåïóñòûå) îáðàçóþò ðàçáèåíèå, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç ζ(S). Ñèñòåìà S íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ðàçáèåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 9.9. Ðàçáèåíèå ζ íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì, åñëè îíî èìååò âèä
ζ = ζ(S) äëÿ íåêîòîðîãî íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî íàáîðà S èçìåðèìûõ ìíî-
æåñòâ.

Ëåììà 9.10. Ðàçáèåíèå èçìåðèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî èìååò âèä
ζ =

(
f−1(c)

)
c∈[0,1]

äëÿ íåêîòîðîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f : M → [0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçáèåíèå íà ïðîîáðàçû òî÷åê ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì, ïîñêîëü-
êó îíî èìååò áàçèñ f−1(In), ãäå In � âñåâîçìîæíûå èíòåðâàëû ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîíöàìè. Îáðàòíî, ïóñòü S = (Sn) � áàçèñ èçìåðèìîãî ðàçáèåíèÿ ζ. Îòîáðàæå-
íèå

g : M → {0, 1}∞, g(x) =
(
ISn(x)

)∞
n=1

,

èçìåðèìî, åñëè {0, 1}∞ íàäåëåíî ñâîåé ñòàíäàðòíîé áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé.
ßñíî, ÷òî ζ ñîâïàäàåò ñ ðàçáèåíèåì íà ïðîîáðàçû òî÷åê äëÿ îòîáðàæåíèÿ g.
Îñòàëîñü âçÿòü èíúåêòèâíóþ áîðåëåâñêóþ ôóíêöèþ ϕ : {0, 1}∞ → [0, 1] è ïîëî-
æèòü f = ϕ ◦ g.

Èç äîêàçàííîãî ÿñíî, ÷òî èçìåðèìûì ÿâëÿåòñÿ è âñÿêîå ðàçáèåíèå íà ïðîîá-
ðàçû òî÷åê ïðè èçìåðèìîì îòîáðàæåíèè â ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíî-ïîðîæäåííîé
è ñ÷åòíî-ðàçäåëÿþùåé σ-àëãåáðîé. Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû ðàçáèåíèÿ èìåþò âèä
f−1(c), c ∈ IR1, òî èç ñêàçàííîãî â � 8 ÿñíî, ÷òî íà íèõ âîçíèêàþò ðåãóëÿðíûå
óñëîâíûå ìåðû.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàçáèåíèÿ ζ è ζ ′ òîæäåñòâåííû mod0, åñëè íàéäåòñÿ
òàêîå ìíîæåñòâî M0 ïîëíîé µ-ìåðû, ÷òî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà M0, êîòîðûå
èíäóöèðóþò ζ è ζ ′, ðàâíû.

Íà ìíîæåñòâå ðàçáèåíèé åñòü åñòåñòâåííûé ïîðÿäîê: ζ 6 ζ ′, åñëè êàæäûé
ýëåìåíò ðàçáèåíèÿ ζ öåëèêîì ñëàãàåòñÿ èç íåêîòîðîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ ðàçáèå-
íèÿ ζ ′. Ïðè ýòîì ζ ′ íàçûâàåòñÿ áîëåå ìåëêèì (ñîîòâåòñòâåííî, ζ áîëåå êðóïíûì).

Äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ ðàçáèåíèé ζn èìååòñÿ ñàìîå êðóï-
íîå ðàçáèåíèå ζ, êîòîðîå ìåëü÷å êàæäîãî ζn. Ýòî ðàçáèåíèå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç∨∞

n=1 ζn è îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàçáèåíèå íà ïðîîáðàçû òî÷åê ïðè îòîáðàæåíèè
x 7→

(
fn(x)

)
èç M â [0, 1]∞, ãäå fn ïîðîæäàþò ðàçáèåíèÿ ζn ñîãëàñíî äîêàçàí-

íîé ëåììå, à [0, 1]∞ íàäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé.
Ïóñòü µ � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà. Äâà èçìåðèìûõ ðàçáèåíèÿ ζ è η íàçûâàþò-

ñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè ïîðîæäàþùèå èõ ôóíêöèè f è g ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íà (M,M, µ), ò.å.

µ
(
x : f(x) < a, g(x) < b

)
= µ

(
x : f(x) < a

)
µ
(
x : g(x) < b

)
äëÿ âñåõ a, b ∈ IR1. Â êà÷åñòâå çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ðàâíî-
ñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ âñÿêîãî èçìåðèìîãî ζ-ìíîæåñòâà A è âñÿêîãî èçìåðèìîãî
η-ìíîæåñòâà B ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

µ(A ∩B) = µ(A)µ(B).
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Äâà èçìåðèìûõ ðàçáèåíèÿ ζ è η íàçûâàþòñÿ âçàèìíî�äîïîëíèòåëüíûìè,
åñëè ζ

∨
η òîæäåñòâåííî mod0 ðàçáèåíèþ íà òî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ζ

ïîðîæäåíî ôóíêöèåé f , à η � ôóíêöèåé g, òî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îòîáðàæåíèå
(f, g) : M → IR2 áûëî èíúåêòèâíûì íà ìíîæåñòâå ïîëíîé ìåðû.

Âçàèìíî-äîïîëíèòåëüíûå íåçàâèñèìûå ðàçáèåíèÿ íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìû-
ìè äîïîëíåíèÿìè äðóã äðóãà.

Òåîðåìà 9.11. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ζ � òàêîå èçìåðèìîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàí-
ñòâà Ëåáåãà�Ðîõëèíà (M,M, µ), ãäå µ � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, ÷òî ïî÷òè âñå
óñëîâíûå ìåðû íà ýëåìåíòàõ ðàçáèåíèÿ íå èìåþò àòîìîâ. Òîãäà ζ îáëàäàåò
íåçàâèñèìûì äîïîëíåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òåðìèíàõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íàì íàäî äîêàçàòü ñëåäóþ-
ùåå. Åñòü èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f : M → [0, 1], òàêàÿ, ÷òî äëÿ µ ◦ f−1-ï.â. y
óñëîâíàÿ ìåðà µy íà f−1(y) íå èìååò àòîìîâ. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ èçìåðèìàÿ
ôóíêöèÿ g : M → [0, 1], ÷òî îòîáðàæåíèå (f, g) : M → [0, 1]2 èíúåêòèâíî íà
ìíîæåñòâå ïîëíîé ìåðû è ïåðåâîäèò µ â ìåðó ν ⊗ ν0, ãäå ν = µ ◦ f−1 è ν0 �
íåêîòîðàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà. Ïî òåîðåìå îá èçîìîðôèçìå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
µ � áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà [0, 1], à f � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ. Ïîëîæèì

g(x) = µf(x)
(
[0, x)

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ (x, t) 7→ µf(x)
(
[0, t)

)
� áîðåëåâñêàÿ. Ýòî âûòåêàåò èç çà-

äà÷è 9.12, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ µy
(
[0, t)

)
ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêîé ïî y ïðè ôèêñèðî-

âàííîì t è íåïðåðûâíîé ñëåâà ïî t ïðè ôèêñèðîâàííîì y. Òîãäà g � áîðåëåâñêàÿ
ôóíêöèÿ. Îòîáðàæåíèå (f, g) èíúåêòèâíî íà ìíîæåñòâå Ω âñåõ òàêèõ x ∈ M ,
÷òî ìåðà µf(x) íå èìååò àòîìîâ è g(x) < g(x + n−1) ïðè âñåõ n ∈ IN, òàê êàê
åñëè x1, x2 ∈ Ω è x1 < x2, òî ëèáî f(x1) 6= f(x2), ëèáî f(x1) = f(x2) = y è
g(x1) < g(x2), èáî x2 > x1 + n−1 ïðè íåêîòîðîì n. Ïðè ýòîì µ(Ω) = 1, èáî Ω
ñîäåðæèò ïåðåñå÷åíèå Ω0 ìíîæåñòâà {x : g(x) < g(x + n−1) ∀n ∈ IN} è ìíîæå-
ñòâà f−1(E), ãäå E � òàêîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî ñ ν(E) = 1, ÷òî óñëîâíûå
ìåðû µy íå èìåþò àòîìîâ. Â ñàìîì äåëå, óêàçàííîå ïåðåñå÷åíèå µ-èçìåðèìî,
ïðè÷åì µy(Ω0) = 1 äëÿ âñåõ y ∈ E, ÷òî ÿñíî èç ñëåäóþùåãî íàáëþäåíèÿ: äëÿ
âñÿêîé áåçàòîìè÷åñêîé âåðîÿòíîñòíîé áîðåëåâñêîé ìåðû σ íà [0, 1] ñ ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ Fσ ïðè σ-ï.â. t èìååì Fσ(t) < Fσ(t + n−1) äëÿ âñåõ n (òîïîëîãè-
÷åñêèé íîñèòåëü σ èìååò âèä [0, 1]\

⋃∞
k=1(ak, bk), ïîýòîìó óêàçàííûì ñâîéñòâîì

îáëàäàþò âñå t 6∈
⋃∞

k=1[ak, bk]). Ïîêàæåì, ÷òî ìåðà µ ïåðåâîäèòñÿ îòîáðàæåíèåì
(f, g) â ïðîèçâåäåíèå ìåðû ν è ìåðû Ëåáåãà λ íà [0, 1]. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêèõ a < b, c < d ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

µ
(
(f, g)−1([a, b]×[c, d])

)
= ν([a, b])λ([c, d]).

Òàê êàê µy
(
f−1(y)

)
= 1, òî ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà åñòü∫

[a,b]

µy
(
(f, g)−1([a, b]×[c, d])

)
ν(dy)

=

∫
[a,b]

µy
(
f−1(y) ∩ g−1([c, d])

)
ν(dy).
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Íà f−1(y) ôóíêöèÿ g ðàâíà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìåðû µy: g(x) = µy
(
[0, x)

)
ïðè f(x) = y. Òàê êàê µy

(
f−1(y)

)
= 1, òî

µy
(
f−1(y) ∩ g−1([c, d])

)
= λ([c, d])

äëÿ y ∈ E, ïîñêîëüêó, êàê óæå îòìå÷àëîñü, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìåðû µ íà
[0, 1], íå èìåþùåé àòîìîâ, ïåðåâîäèò åå â ìåðó Ëåáåãà.

Çàäà÷à 9.12. Ïóñòü (X,B) � íåêîòîðîå èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî, à ôóíêöèÿ
f : X×IR1 → IR1 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: ïðè êàæäîì ôèêñèðî-
âàííîì t ∈ IR1 ôóíêöèÿ x 7→ f(x, t) èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî B, à ïðè êàæäîì
ôèêñèðîâàííîì x ∈ X ôóíêöèÿ t 7→ f(x, t) íåïðåðûâíà ñëåâà. Äîêàçàòü, ÷òî
ôóíêöèÿ f èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî B⊗B(IR1).
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