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Определители

A⋄1. Вычислите sgn(𝑛, (𝑛 − 1), … , 2, 1) и det
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A⋄2. Пусть 𝐴 ∈ Mat௡(𝕜) , 𝐶 ∈ Mat௠(𝕜), 𝐵 ∈ Mat௡×௠(𝕜). Вычислите det ึ
𝐴 𝐵
0 𝐶ื и покажите, что

определитель верхнетреугольной матрицы равен произведению диагональных элементов.
A⋄3. Вычислите определитель матрицы с 0 на главной диагонали и 1 в остальных местах.
A⋄4. Две строки матрицы 3×3-матрицы заполнены целыми числами так, что нод чисел в каждой

из этих строке равен единице. Всегда ли третью строку этой матрицыможно заполнить целыми
числами так, чтобы определитель матрицы оказался равным единице?

A⋄5. Сколько всего имеется а) 2× 2 матриц заданного определителя над полем 𝔽௣, 𝑝 — простое
б) невырожденных 𝑛 × 𝑛 матриц над полем из 𝑞 элементов.

A⋄6. Числа 1, 2, 3, … , 𝑛ଶ всевозможными способами организуются в квадратные матрицы раз-
мера 𝑛 × 𝑛. Найдите сумму определителей всех этих матриц.

A⋄7. Покажите, что определитель 3-диагональной матрицы с 1 по главной диагонали и непо-
средственно над ней и −1 непосредственно под ней является числом Фиббоначчи.

A⋄8. Будем обозначать через ම𝑓(𝑖, 𝑗)ඹ∈ Mat௡(𝐾) квадратную матрицу, у которой элемент в пере-
сечении 𝑖-той строки с 𝑗-тым столбцом равен 𝑓(𝑖, 𝑗), где 𝑓 ∶ ℕ × ℕ → 𝐾 — заданная контектом
формула, перерабатывающая пару натуральных чисел (𝑖, 𝑗) в элемент 𝑓(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐾. Для задан-
ных наборов чисел 𝛼ଵ, 𝛼ଶ, … , 𝛼௡, 𝛽ଵ,𝛽ଶ, … ,𝛽௡ ∈ ℝ вычислите а) det ම𝛼௜𝛽௝ඹ б) detමcos(𝛼௜ − 𝛽௝)ඹ
в) det ก𝛼

௝−ଵ
௜ ข г*) det ම𝛼௝−௜−ଵ (mod ௡)ඹ .

A⋄9 (теорема об окаймляющихминорах). Пустьматрица𝐴 содержит невырожденнуюквадратную
подматрицу размера 𝑚 ×𝑚, такую что все содержащие её подматрицы размера (𝑚+ 1) × (𝑚+ 1)
вырождены. Докажите, что rk𝐴 = 𝑚.

A⋄10. Вершины связного графа 𝛤 занумерованы числами от 1 до 𝑛. Матрица 𝐴௰ = ම𝑎௜௝ඹ имеет
диагональные элементы 𝑎௜௜, равные числу ребер, сходящихся в 𝑖-той вершине, а остальные эле-
менты 𝑎௜௝ равны единице, если вершины 𝑖 и 𝑗 соединены ребром, и нулю — если не соединены.
Докажите, что det 𝐴 = 0, а все алгебраические дополнения 𝐴௜௜ к элементам главной диагона-
ли отличны от нуля и равны между собой. Если общий случай вызывает затруднения, решите
задачу в предположении, что граф 𝛤 дерево. Покажите, что 𝛤 дерево, если и только если 𝐴௜௜ = 1.

A⋄11. Для квадратной матрицы 𝐴 ∈ Mat௡(𝐾) многочлен 𝜒஺(𝑡) ≝ det(𝑡𝐸 − 𝐴) ∈ 𝐾[𝑡] называется ха-
рактеристическим. а) Выразите его коэффициенты через миноры матрицы 𝐴. б) Покажите,
что характеристический многочлен матрицы линейного оператора 𝐹 ∶ 𝑉 → 𝑉 не зависит от
выбора базиса, в котором пишется матрица.

A⋄12. Докажите, что при 𝐴𝐵 = 𝐸 минор 𝑎ூ௃ = (−1)|ூ|+|௃|𝑏௃ூ.
A⋄13. Вычислите все частные производные డೖ det(஺)

డ௔೔భೕభడ௔೔మೕమ…డ௔೔ೖೕೖ
.

A⋄14. Для 𝐴,𝐵 ∈ Mat௡(𝐾) докажите в 𝐾[𝑥, 𝑦] равенство det(𝑥𝐴 + 𝑦𝐵) =
௡

∑
௞=଴

𝑥௞𝑦௡−௞ ⋅ tr ම𝒜௞ ⋅ ℬ∨
௞ඹ , где

𝒜௞ и ℬ∨
௞ суть матрицы размера ම௡௞ඹ × ම௡௞ඹ, у которых в позиции 𝐼𝐽 стоят, соответственно, минор

𝑎ூ௃ матрицы 𝐴 и алгебраическое дополнение (−1)|௃|+|ூ|𝑎ෂூซ௃ к (𝐽𝐼)-минору матрицы 𝐵.
A⋄15. Покажите, что однородный грассманов многочлен 𝜔 степени 2 от четырёх переменных

тогда и только тогда является произведением двух линейных, когда 𝜔 ∧ 𝜔 = 0.
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