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Çàäà÷è ê ëåêöèè 3

Çàäà÷à 1. Ïóñòü X = Z(x1x2 − 1) ⊆ A2. Ñóùåñòâóåò ëè

a) ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì X → A1;
b) äîìèíàíòíûé ìîðôèçì A1 → X?

Çàäà÷à 2. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî

a) åñëè X ′ ⊆ X � ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî, òî X íåïðèâîäèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà X ′ íåïðèâîäèìî â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè;

b) åñëè ϕ : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è X
íåïðèâîäèìî, òî îáðàç ϕ(X) íåïðèâîäèì â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü X è Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Òîïîëîãèÿ ïðîèçâåäåíèÿ
íà X × Y îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì: ïîäìíîæåñòâà âèäà U × V , ãäå U ⊆ X è V ⊆ Y
ïðîáåãàþò âñå îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà, îáðàçóþò áàçèñ ýòîé òîïîëîãèè. Äîêàæèòå,
÷òî òîïîëîãèÿ Çàðèññêîãî íà A2 íå ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâåäåíèåì òîïîëîãèé Çàðèññêîãî
íà A1 × A1.

Çàäà÷à 4. Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ ϕ : A2 → A1, ϕ(x1, x2) = x1. ßâëÿåòñÿ ëè ìîðôèçì ϕ

a) çàìêíóòûì;
b) îòêðûòûì?

Çàäà÷à 5. Ïóñòü X � àôôèííîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäó-
þùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

a) ìíîãîîáðàçèå X íåñâÿçíî â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî;
b) íàéäóòñÿ òàêèå íåíóëåâûå èäåàëû A,B ⊆ K[X], ÷òî K[X] = A⊕B;
c) íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò f ∈ K[X], ÷òî f ̸= 0, 1 è f2 = f .

Çàäà÷à 6. Ïóñòü ϕ : X → Y � ìîðôèçì àôôèííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé.

a) Äîêàæèòå, ÷òî ϕ ñþðúåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ìàêñè-
ìàëüíîãî èäåàëà J ⊆ K[Y ] èäåàë (ϕ∗(J)) ⊆ K[X] íå ñîâïàäàåò ñî âñåì êîëüöîì.

b) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîðôèçì ϕ äîìèíàíòåí è ñóùåñòâóåò ϕ∗(K[Y ])-ïîäìîäóëü
M â K[X], äëÿ êîòîðîãî K[X] = ϕ∗(K[Y ])⊕M . Äîêàæèòå, ÷òî ϕ ñþðúåêòèâåí.

c) Ïîêàæèòå íà ïðèìåðå, ÷òî óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê b), íåâåðíî.

Çàäà÷à 7. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ïðèâåäèòå ïðèìåð ìîðôèçìà ϕ : A2 → A1,
êîòîðûé èìååò ðîâíî n ïðèâîäèìûõ ñëîåâ.

Çàäà÷à 8. Ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà

Z1 = Z(x1x2(x1 − x2)) ⊆ A2 è Z2 = Z(x1x2, x1x3, x2x3) ⊆ A3.

Èçîìîðôíû ëè îíè?


