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Çàäà÷à 1. Ïóñòü K � ïðîèçâîëüíîå ïîëå è f, h1, . . . , hm ∈ K[x1, . . . , xn]. Ðàññìîòðèì
áàçèñ Ãðåáíåðà G èäåàëà I = (y1 − h1, . . . , ym − hm) êîëüöà K[x1, . . . , xn, y1, . . . , ym]
îòíîñèòåëüíî ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí f ëåæèò â ïî-
äàëãåáðå K[h1, . . . , hm] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íîðìàëüíàÿ ôîðìà g := NG(f)
ëåæèò â K[y1, . . . , ym]. Â ýòîì ñëó÷àå f = g(h1, . . . , hm).

Çàäà÷à 2. Ïóñòü R � êîëüöî è I, J � èäåàëû â R. Îïðåäåëèì IJ êàê èäåàë â R,
ïîðîæäåííûé ýëåìåíòàìè âèäà fg, f ∈ I, g ∈ J . Òîãäà IJ ⊆ I ∩J , íî ðàâåíñòâî èìååò
ìåñòî íå âñåãäà. Äàëåå,

rad(IJ) = rad(I ∩ J) = rad(I) ∩ rad(J).

Åñëè èäåàëû I è J ðàäèêàëüíû, òî èäåàë I∩J òàêæå ðàäèêàëåí, à IJ ìîæåò îêàçàòüñÿ
íå ðàäèêàëüíûì.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî R-àëãåáðû C⊗R C è C⊕ C èçîìîðôíû.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü Mi, i ∈ Z, è N � ìîäóëè íàä êîëüöîì R è ϕi : Mi → Mi+1 � ãîìî-
ìîðôèçìû R-ìîäóëåé.

a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì ϕi : Mi⊗RN →
Mi+1 ⊗R N , òàêîé ÷òî ϕi(x⊗ y) = ϕi(x)⊗ y äëÿ âñåõ x ∈ Mi, y ∈ N .

b) Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

M1
ϕ1−→ M2

ϕ2−→ . . .
ϕn−→ Mn+1

íàçûâàåòñÿ òî÷íîé, åñëè Im(ϕi) = Ker(ϕi+1) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n − 1. Äîêàæèòå, ÷òî

åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü M1
ϕ1−→ M2

ϕ2−→ M3 −→ 0 òî÷íà, òî òî÷íà è ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü

M1 ⊗R N
ϕ1−→ M2 ⊗R N

ϕ2−→ M3 ⊗R N −→ 0.

c) Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ãäå 0 −→ M1
ϕ1−→ M2 òî÷íà, à

0 −→ M1 ⊗R N
ϕ1−→ M2 ⊗R N

íå òî÷íà.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü X, Y , P � àôôèííûå ìíîãîîáðàçèÿ è π1 : P → X, π2 : P → Y �
ìîðôèçìû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ Z è ëþáûõ ìîð-
ôèçìîâ ϕ1 : Z → X, ϕ2 : Z → Y íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé òàêîé ìîðôèçì ϕ : Z → P ,
÷òî ϕ1 = π1 ◦ ϕ è ϕ2 = π2 ◦ ϕ:
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Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì j : P → X×Y , òàêîé ÷òî π1 = p1◦j è π2 = p2◦j,
ãäå p1 : X × Y → X è p2 : X × Y → Y � ïðîåêöèè.


