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1. Äîêàæèòå ñëåäóþùóþ òåîðåìó Ëàãðàíæà, äàþùóþ îöåíêó íà ñòåïåíü áëèçîñòè
ôóíêöèè ñâîåìó ìíîãî÷ëåíó Òåéëîðà: åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà
íåîáõîäèìîå ÷èñëî ðàç íà îòðåçêå [0, x], òî äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè ξ ∈ [0, x] âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

f(x) = f(0) +
1

1!
f ′(0)x+ · · ·+ 1

n!
f (n)(0)xn +

1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)xn+1.

2. Ïîñòðîéòå òàêèå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè f íà ïðÿìîé R, ÷òî

f (k)(0) = 0 äëÿ âñåõ k, íî f(x) ̸= 0 ïðè x ̸= 0;

f(x) ≡ 0 ïðè |x| > 1, è f(x) > 0 ïðè |x| < 1;

f(x) ≡ 0 ïðè x 6 −1, è f(x) ≡ 1 ïðè x > 1.

f(x) ≡ 0 ïðè |x| > 1, è f(x) ≡ 1 ïðè |x| 6 1/2.

3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë a0, a1, . . . ïîñòðîéòå áåñêîíå÷íî

äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f íà ïðÿìîé òàêóþ, ÷òî f (k)(0) = ak.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé
ôóêíöèÿ y = f(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ

x2y′′ + xy′ + (x2 − 1)y = 0

(îäíî èç ¾óðàâíåíèé Áåññåëÿ¿), f(0) = 0, f ′(0) = 1, è íàéäèòå åå ðàçëîæåíèå â ñòåïåí-
íîé ðÿä.
Óêàçàíèå. Ñ íàõîæäåíèÿ ðÿäà è íà÷íèòå.

5. Íàéäèòå ðàçëîæåíèå â òî÷êå t = 0 ñ òî÷íîñòüþ äî o(t8) ðåøåíèÿ x(t) ¾óðàâíåíèÿ ôèçè-
÷åñêîãî ìàÿòíèêà¿ ẍ = − sinx ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè x(0) = 0, ẋ(0) = 1, è ñðàâíèòå ñ
àíàëîãè÷íûì ðàçëîæåíèåì ðåøåíèÿ ¾óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà¿ ẍ = −x.

6. Íàéäèòå ïåðâûå 3 íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòà ðàçëîæåíèÿ â íóëå ôóíêöèè tg x ñëåäóþ-
ùèìè ñïîñîáàìè è ñðàâíèòå ðåçóëüòàòû:

à) ðàññìàòðèâàÿ ÷àñòíîå tg x = sinx
cosx ;

á) îáðàùàÿ èçâåñòíûé ðÿä äëÿ îáðàòíîé ôóíêöèè arctg x;

â) ïðè ïîìîùè ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû íà êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ, âûòåêàþùåé èç
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ f ′(x) = 1 + f(x)2 íà åãî ðåøåíèå f(x) = tg(x).

7. Îáîçíà÷èì ÷åðåç pn êîëè÷åñòâî ¾up-down ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé¿, òî åñòü ïåðåñòàíîâîê
k 7→ ak ÷èñåë 1, 2, . . . , n, òàêèõ ÷òî

a1 < a2 > a3 < a4 > . . . .

a) Äîêàæèòå ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ ýòèõ ÷èñåë ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè

p2r+1 =
∑

n+k=r−1

C2n+1
2r p2n+1p2k+1, p1 = 1.

Âûâåäèòå èç íåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå f ′ = 1 + f2 íà ôóíêöèþ
f(t) =

∑
r>0 p2r+1

x2r+1

(2r+1)! è ïîëó÷èòå, îêîí÷àòåëüíî, f(x) = tg x.

á) Âûâåäèòå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå íà ÷èñëà p2r, ïåðåïè-
øèòå ýòî ñîîòíîøåíèå êàê äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ
g(x) = 1 +

∑
r>1 p2r

x2r

(2r)! , ðåøèòå ýòî óðàâíåíèå è äàéòå ôîðìóëó äëÿ ôóíêöèè g(x).


