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Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç 1-é êóðñ, ëèñòîê 5
4 îêòÿáðÿ 2013 ãîäà

Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì, åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå M ↔ N (ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî M èìååò ìîùíîñòü ℵ0).

1. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ñ÷åòíûå:
(à) ìíîæåñòâî Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë;
(á) ìíîæåñòâî Qn ⊂ Rn n-îê ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë;
(â) ìíîæåñòâî ñëîâ ðóññêîãî ÿçûêà, ò.å. êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

a1a2 . . . , ai ∈ {à, . . . , ÿ} .

2. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà íåñ÷åòíûå:
(à) ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö

a1a2 . . . , ai ∈ {0, 1} ;

(á) ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë;
(â) ìíîæåñòâî ñëîâ ðóññêîãî ÿçûêà áåñêîíå÷íîé äëèíû.

3. Ìîæíî ëè íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæèòü íåñ÷åòíîå êîëè÷åñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
(à) êðóãîâ;
(á) âîñüìåðîê (ôèãóð âèäà ¾∞¿);

(â) áóêâ ¾⊤¿;

(ã) áóêâ ¾∧¿?

4. Ìîæåò ëè ôóíêöèÿ íà ïðÿìîé èìåòü áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñòðîãèõ ëîêàëüíûõ
ìàêñèìóìîâ?

Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà, åñëè ñóùåñòâóåò åãî âçàèì-
íî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ñ ìíîæåñòâîì D∞ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç
íóëåé è åäèíèö.

5. Äîêàæèòå ñëåäóþùóþ òåîðåìóØðåäåðà-Áåðíøòåéíà: åñëè ñóùåñòâóþò âëîæåíèÿ
ìíîæåñòâ A ↪→ B è B ↪→ A òî ñóùåñòâóåò è âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå A↔ B.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà èìåþò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà:
(à) îòðåçîê [0, 1];
(á) ìíîæåñòâà çàäà÷è 2;
(â) ïðîñòðàíñòâî C[a, b] ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå;
(ã) ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ â R; â R2.

7. Äîêàæèòå, ÷òî îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå íåïðåðûâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà åå ãðàôèê çàìêíóò.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ìîíîòîííîé ôóíêöèè íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíî.

9. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè ñ ðàçðûâàìè âî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ è íåïðåðûâíóþ
â èððàöèîíàëüíûõ à) êàêîé-íèáóäü; á) ìîíîòîííîé.
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10. Ïîêàæèòå, ÷òî
(à) K çàìêíóòî è îãðàíè÷åííî;
(á) òî÷êè K íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ áåñêîíå÷íûìè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòÿìè, ñîñòîÿùèìè èç íóëåé è åäèíèö;
(â) êîëè÷åñòâî òî÷åê â K íåñ÷åòíî;
(ã) K íå ñîäåðæèò íè îäíîãî îòðåçêà íåíóëåâîé äëèíû;
(ä) K íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî íàáîðà
íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ.

11. ×åìó ðàâíà äëèíà êàíòîðîâà ìíîæåñòâà? Ïðèäóìàéòå (è íàçîâèòå ñâîèì èìåíåì) ïðè-
ìåð ìíîæåñòâà êàíòîðîâñêîãî òèïà íåíóëåâîé äëèíû.

12. Ïóñòü êàíòîðîâî ìíîæåñòâî ïîêðûòî èíòåðâàëàìè. Âñåãäà ëè ìîæíî âûáðàòü èç ýòîãî
ïîêðûòèÿ êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå?

13. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ
÷èñåë çàìêíóòî. Áîëåå òîãî, âñÿêîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî íà ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-
ñòâîì ïðåäåëüíûõ òî÷åê íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

14. Âñåãäà ëè çàìêíóòî ïîäìíîæåñòâî ïëîñêîñòè, çàäàííîå óðàâíåíèåì f(x, y) = 0 äëÿ
íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f : R2 → R? Âñÿêîå ëè çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî
ïëîñêîñòè ìîæåò áûòü çàäàíî òàêèì îáðàçîì?

15. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ âñåãäà ñïðàâåäëèâû? Äîêà-
æèòå ñïðàâåäëèâûå óòâåðæäåíèÿ è ïðèâåäèòå êîíòðïðèìåðû äëÿ îøèáî÷íûõ.
(à) îáðàç îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà îòêðûò;
(á) îáðàç çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà çàìêíóò;
(â) îáðàç êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà êîìïàêòåí;
(ã) ïðîîáðàç êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà êîìïàêòåí;
(ä) òå æå óòâåðæäåíèÿ (à-ã) äëÿ íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ.

16. Äîêàæèòå, ÷òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî C[a, b] ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå,
ïîëíî.

17. Îïèøèòå òîïîëîãèþ â ïðîñòðàíñòâå (âñåõ) ôóíêöèé íà îòðåçêå, â êîòîðîé ñõîäÿùèìèñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ÿâëÿþòñÿ ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé
(ýòî ò.í. ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ, èëè òîïîëîãèÿ ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè). Çàìêíóòî ëè â
ýòîé òîïîëîãèè ïîäïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé?


