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ðÏÖÁÌÕÊÓÔÁ, ÎÁÐÉÛÉÔÅ ÎÁ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÁÎÉÃÅ ÒÁÂÏÔÙ ÷ÁÛÅ ÉÍÑ É ÆÁÍÉÌÉÀ × ÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏÍ ÐÁÄÅÖÅ, É ÂÏÌÅÅ
ÎÉÞÅÇÏ ÎÁ ÜÔÏÊ ÓÔÒÁÎÉÃÅ ÎÅ ÐÉÛÉÔÅ. ôÁËÖÅ ÐÏÓÔÁÒÁÊÔÅÓØ, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÒÁÂÏÔÙ
ÂÙÌÏ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÷ÁÛÅ ÉÍÑ. åÓÌÉ × ÚÁÄÁÞÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÔ×ÅÔ, ÔÏ ÎÁÞÎÉÔÅ ÚÁÐÉÓØ ÒÅÛÅÎÉÑ Ó ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÏÔ×ÅÔÁ
(ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ × ÔÅËÓÔÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÏÔÏÍ ÏÔ×ÅÔ ÂÕÄÅÔ ÅÝÅ ÒÁÚ).

òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÎÕÖÎÏ ÓÄÁÔØ × ÐÉÓØÍÅÎÎÏÍ ×ÉÄÅ ÄÏ 17.30 13 ÄÅËÁÂÒÑ 2013 Ç. × ÕÞÅÂÎÕÀ ÞÁÓÔØ îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ
ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. ôÁÍ ÖÅ ÐÏÓÌÅ 20 ÄÅËÁÂÒÑ ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÏ×ÅÒÅÎÎÙÅ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÚÁÍÅÞÁÎÉÑÍÉ.
úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : C→ C ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ: Á) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
z ∈ C ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ \ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ" f ′(z) def= limh→0(f(z+h)−f(z))=h, Â) 1-ÆÏÒÍÁ f(z) dz ÚÁÍËÎÕÔÁ,
×) ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ Re(f(z) @

@z ) É Im(f(z) @
@z ) ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. úÄÅÓØ dz def= dx+idy É @

@z
def= @

@x−i @@y ,
ÇÄÅ x; y | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔØ) ÎÁ C.
úÁÄÁÞÁ 2. Á) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ A ÎÁ S3 = {(x0; x1; x2; x3) ∈ R4 |
x2

0 + x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1}, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ A(x) = (−x1; x0;−x3; x2). Â) éÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ ÌÉ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ

ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ D ÎÁ S3, ÇÄÅ D(x) ⊂ TxS3 ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ A(x) É B(x) def= (−x2; x3; x0;−x1)?
úÁÄÁÞÁ 3. Á) ðÕÓÔØ 
 : [0; 1] → Rn | ÇÌÁÄËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉ×ÁÑ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ, ÔÏ ÅÓÔØ
|
′(t)| = 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ t, 
(0) = 
(1) É 
′(0) = 
′(1), É ÐÕÓÔØ Br = {x ∈ Rn | ∃t ∈ [0; 1] |
(t)− x| ≤ r}. äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ r ÏÂßÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Br ÒÁ×ÅÎ arn−1, É ÎÁÊÄÉÔÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ a. Â) ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ
ÏÔ×ÅÔ, ÅÓÌÉ ËÒÉ×ÁÑ 
 ÇÌÁÄËÁÑ (Ô.Å. 
′(t) 6= 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ t), ÎÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ? ×) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ
É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÕÎËÔÁ 3Â ÄÌÑ ÇÌÁÄËÉÈ ×ÌÏÖÅÎÉÊ � : Sk → Rn. Ç) ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ
ÁÎÁÌÏÇ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÕÎËÔÁ 3Â ÄÌÑ ÇÌÁÄËÉÈ ×ÌÏÖÅÎÉÊ � : S1×S1 → R3. óÒÁ×ÎÉÔÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ó ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ
ÐÕÎËÔÁ 3× ÐÒÉ n = 3, k = 2.
úÁÄÁÞÁ 4. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ 1-ÆÏÒÍÁ � ÎÁ ÓÆÅÒÅ Sn ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ d�(a) | ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ
ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å TaSn ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ a ∈ Sn?
úÁÄÁÞÁ 5. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Õ ÔÉÐÉÞÎÏÇÏ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : R2 → R2 Á) ÅÓÌÉ Rk f ′(a) = 1, ÔÏ ÎÁ R2

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x1; x2) × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U 3 a É (y1; y2) × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V ⊂ f(U) 3 f(a) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ
y1(f(b)) = x2

1(b) É y2(f(b)) = x2(b) ÄÌÑ ×ÓÅÈ b ∈ f−1(V ) ⊂ U? (ÔÏ ÅÓÔØ × ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË (x1; x2) 7→ (x2

1; x2)) Â) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË a ∈ R2 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ Rk f ′(a) = 1, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ
ËÒÉ×ÏÊ? ×) ÔÏÞËÉ a, × ËÏÔÏÒÙÈ f ′(a) = 0, ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÙ?
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