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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ïÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÓÔØ. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ó ËÒÁÅÍ. éÎÔÅÇÒÁÌ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.

îÏÓÉÔÅÌÅÍ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : M → R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï supp f def= {x | f(x) 6= 0}. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ó ÂÁÚÏÊ M | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ
ÆÏÒÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÅÄÉÎÉÃÙ). ðÕÓÔØ M | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, É U1; : : : ; UN | ÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏËÒÙ-
ÔÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ (Ô.Å. M = ⋃i Ui). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÆÕÎËÃÉÉ %1; : : : ; %N ∈ C∞(M) ÔÁËÉÅ,
ÞÔÏ

1) %i(x) ≥ 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈M ;
2) supp %i ⊂ Ui ∀i = 1; : : : ; N ;
3) ∑i %i(x) = 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈M .

îÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÊ %i ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÙÍ ÐÏËÒÙÔÉÀ Ui.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ . åÓÌÉ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÐÏËÒÙÔÉÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ (ÍÏÖÎÏ
ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ, Á ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ, ÐÏÌÏÖÉÔØ
ÒÁ×ÎÙÍÉ ÎÕÌÀ). îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÅÏÒÅÍÁ ×ÅÒÎÁ ÂÅÚ ×ÓÑËÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÐÒÏ ÐÏËÒÙÔÉÅ, ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÅÅ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÏ Ó ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÒÕÄÎÏÓÔÑÍÉ, É ÎÁÍ ÏÎÁ × ÔÁËÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1 | ÓÅÒÉÑ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ, ÓÍ. ÌÉÓÔÏË 6.
áÔÌÁÓ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ËÁÒÔ U; V É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ

ÔÏÞËÉ a ∈ U ∩ V ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï det'′UV (a) > 0. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÍ,
ÅÓÌÉ ÎÁ ÎÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÁÔÌÁÓ.

ðÒÉÍÅÒ 1. óÆÅÒÁ Sn = {(x0; : : : ; xn) ∈ Rn+1 | x2
0 + · · · + x2

n = 1} | ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. äÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ ÎÅÊ ÁÔÌÁÓ ÉÚ Ä×ÕÈ ËÁÒÔ | U1 = Sn \ {(1; 0; : : : ; 0)} É U2 = Sn \ {(−1; 0; : : : ; 0)},
Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ y1(x0; : : : ; xn) def= (x1; : : : ; xn)=(1 − x0) ∈ Rn É y2(x0; : : : ; xn) def= −(x1; : : : ; xn)=(1 + x0) ∈ Rn
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÉ n > 1 ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ U1 ∩U2 ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ det'′12(a) ÉÍÅÅÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÚÎÁË
×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ. éÚÍÅÎÉ×, ÅÓÌÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÚÎÁË ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (y2)1, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ det'′12(a) > 0.
ïÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S1 ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ìÅÎÔÁ íÅÂÉÕÓÁ ([0; 1]×(0; 1))=(0; s) ∼ (1; 1−s) | ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,
ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÎÅÊ ÁÔÌÁÓ ÉÚ Ä×ÕÈ ËÁÒÔ, U1 = (0; 1) × (0; 1) Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ z(x; y) = (x; y) (ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ) É U2 = (([0; 1]\{1=2})×(0; 1))=(0; s) ∼ (1; 1−s), ÇÄÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÏÚØÍÅÍ w(x; y) = (x; y)
ÐÒÉ x > 1=2 É w(x; y) = (x− 1; 1− y) ÐÒÉ x < 1=2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ '12(x; y) = (x; y) =⇒ det'′12(x; y) =
1 > 0 ÐÒÉ 0 < x < 1=2 É '12(x; y) = (x− 1;−y) =⇒ det'′12(x; y) = −1 < 0 ÐÒÉ 1=2 < x < 1.

ðÕÓÔØ ÎÁ M ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÁÔÌÁÓ (W�; y�). îÁÚÏ×ÅÍ ÔÏÞËÕ a ∈ U1 ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ (ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ U1), ÅÓÌÉ a ∈W� ∩U1 É det'′�1(y�(a)) > 0; ÐÏÓËÏÌØËÕ W� | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÁÔÌÁÓ, ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÅ
ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ËÁÒÔÙ W�, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ a: '�1 = '��◦'�1, ÏÔËÕÄÁ det'′�1 = det'′�� det'′�1, ÔÁË ÞÔÏ ÚÎÁËÉ
det'′�1 É det'′�1 ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÏÔËÒÙÔÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÒÔÙ W� ÏÔËÒÙÔÙ) É
ÚÁÍËÎÕÔÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÔÏÖÅ ÏÔËÒÙÔÏ). ëÁÒÔÁ U1 Ó×ÑÚÎÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ
ÜÔÏÊ ËÁÒÔÙ | ÌÉÂÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ, ÌÉÂÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ; ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÅÒ×ÏÅ
(ÉÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓÍÅÎÉÔØ ÚÎÁË ÐÅÒ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ ËÁÒÔÅ U1).

ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ËÁÒÔÙ U2 | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ U2 (ÐÏÓÌÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÓÍÅÎÙ ÚÎÁËÁ
ÐÅÒ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × U2. îÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÍÅÖÄÕ ËÁÒÔÁÍÉ U1 É U2
ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÎÙÊ ÚÎÁË ÐÒÉ x < 1=2 É x > 1=2 (É ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÓÍÅÎÅ ÚÎÁËÁ ÐÅÒ×ÏÊ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × U1 ÉÌÉ U2. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÅÔ, ÞÔÏ ÌÅÎÔÁ íÅÂÉÕÓÁ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. m-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ÎÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
m-ÆÏÒÍÁ !, ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÁÑÓÑ × ÎÕÌØ.

ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÔÏÌØËÏ
ÄÌÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ïÄÎÁËÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ × ÌÀÂÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ, ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÁËÖÅ ×ÅÒÎÁ ÂÅÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ! | ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ; {(U�; V�; x�)} | ÁÔÌÁÓ ÎÁ M ; ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ
×ÓÅ U� ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙ. m-ÆÏÒÍÁ �� def= x∗�(dx1 ∧ · · · ∧ dxm) ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ !: �� = f�!; ÐÒÉ ÜÔÏÍ f� ÎÅ
ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÚÎÁË ÎÁ ×ÓÅÍ U�. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ f� > 0 (ÅÓÌÉ ÎÅÔ,
ÔÏ ÐÏÐÒÁ×ÉÍ x�, ÓÍÅÎÉ× ÚÎÁË Õ ÐÅÒ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ '�� = x� ◦ x−1

� | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ.
ôÏÇÄÁ '∗��(dx1 ∧ · · · ∧ dxm) = det'′��(x) · dx1 ∧ · · · ∧ dxm = f�

f� dx1 ∧ · · · ∧ dxm, ÏÔËÕÄÁ det'′��(x) > 0, É ÁÔÌÁÓ
ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ.

ïÂÒÁÔÎÏ: ÐÕÓÔØ {(U�; V�; x�)} | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÁÔÌÁÓ ÎÁ M , É %� | ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÅÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉ-
ÎÉÃÙ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÏÒÍÕ ! def= ∑

� %�x∗�(dx1 ∧ · · · ∧ dxm) (ÐÏÓËÏÌØËÕ supp %� ⊂ U�, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ). ÷
ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ a ∈ U�1 ∩ · · · ∩U�N ÆÏÒÍÙ x∗�i(dx1 ∧ · · · ∧dxm) ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, !(a) 6= 0. ¤

m-ÍÅÒÎÙÍ ÁÔÌÁÓÏÍ Ó ËÒÁÅÍ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÔÒÏÅË (U; V; x), ÇÄÅ
U ⊂M ÏÔËÒÙÔÏ, V | ÌÉÂÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × Rm, ÌÉÂÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × [0;+∞)×Rm−1,
É x : U → V | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ⋃U = M É x2 ◦ x−1

1 : x1(U1 ∩ U2) → x2(U1 ∩ U2) | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ËÁÒÔ (U1; V1; x1) É (U2; V2; x2). üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÁÔÌÁÓÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË
ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍ | ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ,
ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÁÔÌÁÓÏ×. ïÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÁÔÌÁÓ É ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ
Ó ËÒÁÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

ëÒÁÅÍ @M ⊂ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË a ∈ M ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÁÒÔÙ (U; V; x), a ∈ U ,
V ⊂ [0;∞) × Rm−1, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x1(a) = 0 (Ô.Å. ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x(a) ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ
ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á [0;∞)× Rn−1).

ôÅÏÒÅÍÁ 3. åÓÌÉ a ∈ @M , ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÁÒÔÙ (U; V; x) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ a ∈ U , ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V ÏÔËÒÙÔÏ ×
[0;∞) × Rn−1 É x1(a) = 0. îÁÂÏÒÙ (U ∩ @M; p(V ); p ◦ x), ÇÄÅ p : Rm → Rm−1 | ÐÒÏÅËÃÉÑ p(x1; : : : ; xm) =
(x2; : : : ; xm), ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÔÌÁÓ ÎÁ @M , ËÏÔÏÒÙÊ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ (m−1)-ÍÅÒÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-
ÚÉÅÍ (ÂÅÚ ËÒÁÑ!). åÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÁÔÌÁÓ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ, ÔÏ É ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÁÔÌÁÓ ÎÁ @M ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ; ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÄÌÑ ÔÅÈ, ËÔÏ ÚÎÁËÏÍ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. ðÕÓÔØ (U1; V1; x) É (U2; V2; y) | ËÁÒÔÙ, É a ∈ U1∩U2,
ÐÒÉ ÜÔÏÍ V1 ÏÔËÒÙÔÏ × [0;∞) × Rm−1 É x1(a) = 0, ÎÏ y1(a) 6= 0 (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ, V2 ÏÔËÒÙÔÏ × Rm).
ðÕÓÔØ C ⊂ V1 | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÐÏÌÕÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × x(a), ÔÏÇÄÁ C \x(a) ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏ
É ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÅ ÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï x−1(C) \ {a} ⊂ U ; ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÔËÒÙÔÏ. ôÁËÖÅ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ
D def= y(x−1(C)) \ y(a). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÁÌÁÑ ÓÆÅÒÁ × D Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ y(a) (ÔÁËÁÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ,
ÐÏÓËÏÌØËÕ y(x−1(C)) ÌÉÂÏ ÏÔËÒÙÔÏ × Rm, ÌÉÂÏ ÏÔËÒÙÔÏ × [0;∞) × Rm−1, ÎÏ y(a) ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ) ÎÅ
ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÁ × Rm \ {y(a)} (ÉÌÉ × [0;∞)×Rm−1 \ {y(a)}), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ ÇÒÕÐÐÙ
�m = Z ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÁ ÓÆÅÒÁ ÎÅ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÁ É × D, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏÓÔÉ
D.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÅÓÌÉ ËÁÒÔÙ U1 É U2 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Ó ËÒÁÅÍ (V1, V2 ÏÔËÒÙÔÙ × [0;∞)×Rm−1), ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
ÐÅÒÅÈÏÄÁ '12 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ V1∩{0}×Rm−1 × V2∩{0}×Rm−1. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ m−1 ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
× ËÁÒÔÁÈ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÔÌÁÓ ÎÁ @M .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ¤

íÙ ÄÁÄÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ m-ÆÏÒÍÙ ! Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ K = supp! ÐÏ m-ÍÅÒÎÏÍÕ
ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ M . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÁÄÉÍ × ÔÒÉ ÜÔÁÐÁ.

üÔÁÐ 1. ðÕÓÔØ ! = f(x) dx1 ∧ · · · ∧ dxm | m-ÆÏÒÍÁ ÎÁ Rm Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ K def= supp f . ðÏÌÏÖÉÍ
ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

∫
! def=

∫
K f(x) dx1 : : : dxm (× ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ | ÉÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ).

üÔÁÐ 2. ðÕÓÔØ ! ∈ 
m(M) | ÆÏÒÍÁ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ K ⊂ U , ÇÄÅ (U; V; x) | ËÁÒÔÁ. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÏÖÉÍ
ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

∫
M ! def=

∫
(x−1)∗!; ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÁ V ⊂ Rm ÉÍÅÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ

ÎÏÓÉÔÅÌØ x(K), ÔÁË ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ.

üÔÁÐ 3. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ! ∈ 
m(M) | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ K. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏ-
ËÒÙÔÉÅ M ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ U ; ×ÙÂÅÒÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U1; : : : ; UN , ÐÏËÒÙ×ÁÀÝÅÅ K, É
ÐÕÓÔØ U0

def= M \K. ðÕÓÔØ %i, 0 ≤ i ≤ N , | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÀ U0; : : : ; UN . ôÏÇÄÁ
ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

∫
M ! def= ∑N

i=1
∫
%i!; ÐÏÓËÏÌØËÕ supp %i! ⊂ supp %i ⊂ Ui, ÉÎÔÅÇÒÁÌ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ

ÕÖÅ ÂÙÌ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÆÏÒÍÙ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, Ô.Å. ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ
ÅÄÉÎÉÃÙ.



äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ � : ~V → V | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × Rm ÉÌÉ [0;∞)×Rm−1, ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÏÇÏ det�′(a) > 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ a ∈ ~V . ðÕÓÔØ ! = f(x) dx1 ∧ · · · ∧ dxm | m-ÆÏÒÍÁ ÎÁ V . óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ
ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ìÅÂÅÇÁ,

∫
~V �∗! =

∫
~V f(�(x)) det�′(x) dx1 : : : dxm =

∫
V f(x) dx1 : : : dxm =

∫
V !.

ðÕÓÔØ y : U → ~V ⊂ Rm | ÄÒÕÇÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × ËÁÒÔÅ U , É ' = x ◦ y−1 : ~V → V | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ.
ôÏÇÄÁ (y−1)∗! = ('−1 ◦ x−1)∗! = ('−1)∗(x−1)∗!. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÏ,

∫
~V (y−1)∗! =∫

V (x−1)∗!, ÔÁË ÞÔÏ
∫
U ! ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ.

ðÕÓÔØ U0; U1; : : : ; UM É U0; ~U1; : : : ; ~UL | ÐÏËÒÙÔÉÑ M ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ, ÇÄÅ U0
def= M \supp!,

É %i, ~%j | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ. ôÏÇÄÁ ∑i
∫
Ui %i! = ∑

i
∑
j ~%j

∫
Ui %i! = ∑

i;j
∫
Ui∩ ~Uj %i~%j! =∑

j
∫

~Uj ~%j!. ¤


