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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ôÅÏÒÅÍÁ ôÏÍÁ Ï ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ M | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É f ∈ C∞(M). ôÏÞËÁ a ∈ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ
ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÅÓÌÉ f ′(a) = 0 É ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (U; V; x), a ∈ U , ÍÁÔÒÉÃÁ
Qa;x(f) ×ÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÉ f ◦x−1 : V → R × ÔÏÞËÅ x(a) ∈ V ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ. æÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÆÕÎËÃÉÅÊ íÏÒÓÁ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÙ. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ y | ÄÒÕÇÁÑ
ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ a, É ' = x ◦ y−1 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ, ÔÏ Qa;y(f) = B∗Qa;x(f)B, ÇÄÅ
B = '′(y(a)). ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,
ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ (ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×) Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ
h 7→ h∗Qa;x(f)h, ÇÄÅ h ∈ Rm.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ M Ä×ÕÍÅÒÎÏ É f | ÆÕÎËÃÉÑ íÏÒÓÁ. ôÏÇÄÁ Qa;x(f) | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ 2× 2, É ×ÓÅ
ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ f ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÔÒÉ ËÌÁÓÓÁ: ÔÏÞËÉ a, ÇÄÅ Qa;x(f) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÉÍÅÅÔ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ (1; 1). éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÙÅ ÔÏÞËÉ | ÔÏÞËÉ ÌÏËÁÌØÎÏ-
ÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ, ×ÔÏÒÙÅ | ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ; ÔÏÞËÉ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉÐÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÅÄÌÏ×ÙÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÍÉÎÉÍÕÍÏ×, ÓÅÄÌÏ×ÙÈ ÔÏÞÅË É ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÍÁËÓÉÍÕÍÏ× ÆÕÎËÃÉÉ íÏÒÓÁ f ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ
n0(f), n1(f) É n2(f).

ôÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ M | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �(f) def= n0(f) − n1(f) + n2(f)
ÏÄÉÎÁËÏ×Á ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ íÏÒÓÁ f ∈ C∞(M).
ðÏÞÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f0; f1 ∈ C∞(M) | ÆÕÎËÃÉÉ íÏÒÓÁ; ×ËÌÀÞÉÍ ÉÈ × ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ
fs ∈ C∞(M), 0 ≤ s ≤ 1. (ôÁËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, fs = sf1 + (1 − s)f0.) íÁÌÙÍ
ÛÅ×ÅÌÅÎÉÅÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á fs ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ fs ÐÒÉ ×ÓÅÈ s ∈ [0; 1], ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ s1; : : : ; sN
\ËÁÔÁÓÔÒÏÆÉÞÅÓËÉÈ" ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÂÙÌÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ íÏÒÓÁ. ðÒÉ \ËÁÔÁÓÔÒÏÆÉÞÅÓËÉÈ" ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ s
ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÁËÏÅ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; : : : ; N ÆÕÎËÃÉÑ fsi ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ ai É ÓÕÝÅÓÔ×Õ-
ÅÔ " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ si < s < si + " ÆÕÎËÃÉÑ fs ÉÍÅÅÔ ×ÂÌÉÚÉ ai Ä×Å ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞËÉ | ÍÉÎÉÍÕÍ É
ÓÅÄÌÏ ÉÌÉ ÍÁËÓÉÍÕÍ É ÓÅÄÌÏ | Á ÐÒÉ si− " < s < si ÆÕÎËÃÉÑ fs ×ÂÌÉÚÉ ai ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÎÅ ÉÍÅÅÔ. (éÌÉ
ÎÁÏÂÏÒÏÔ | ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÚÎÁËÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×.)

ðÏÓËÏÌØËÕ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÐÒÉ si < s < si+1 ×ÅÌÉÞÉÎÙ n0(fs); n1(fs); n2(fs) ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ (ÐÏÞÅÍÕ?). éÚ
ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �(f) = n0(f)−n1(f)+n2(f) ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ
ÔÏÞËÉ si | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ s. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �(f0) = �(f1), ÔÁË ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏÞÔÉ
ÄÏËÁÚÁÎÁ | ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á fs Ó ÎÕÖÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. ¤

ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V1; V2 ⊂ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍÉ,
ÅÓÌÉ V1 + V2 = V (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÁÑ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ dim(V1 ∩ V2) > 0!). ðÏÄÍÎÏÇÏÏÏÂÒÁÚÉÑ
S1; S2 ⊂ M ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ S1 ∩ S2 ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á TxS1 É
TxS2 × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å TxM ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙ. çÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : N → M ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ Ë ÐÏÄÍÎÏÇÏ-
ÏÂÒÁÚÉÀ S ⊂ M , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈ f−1(S) ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Tf(x)S É f ′(x)TxN × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Tf(x)M
ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙ.
ðÒÉÍÅÒ 2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : N →M ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ Ë ÔÏÞËÅ a ∈M , ÅÓÌÉ a ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÒÁÚÕ f(N) ⊂M
ÉÌÉ dimN ≥ dimM É a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ f .
ðÒÉÍÅÒ 3. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : S1 → R3 ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ Ë ËÒÉ×ÏÊ S ⊂ R3, ÅÓÌÉ f(S1) ∩ S = ∅.

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÓÓÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ
ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.
ðÒÉÍÅÒ 4. íÎÏÖÅÓÔ×Ï R \Q ÍÁÓÓÉ×ÎÏ × R, ÐÏÓËÏÌØËÕ Q ÓÞÅÔÎÏ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÓÓÉ×ÎÏÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØ ÏÔËÒÙÔÙÍ.
ðÒÉÍÅÒ 5. ìÀÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × Q (Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÉÚ R) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÓÓÉ×ÎÙÍ. éÚ ÜÔÏÇÏ
ÐÒÉÍÅÒÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÁÓÓÉ×ÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØ
×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÙÍ É ÄÁÖÅ ÎÅÐÕÓÔÙÍ.
ôÅÏÒÅÍÁ 2 (âÜÒÁ). íÁÓÓÉ×ÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÌÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ M | ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, A = ⋂∞
n=1An, ÇÄÅ An ⊂ M ÏÔËÒÙÔÙ É

×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÙ, É U ⊂M ÏÔËÒÙÔÏ. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ U ∩A1 ÎÅÐÕÓÔÏ É ÏÔËÒÙÔÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ
ÛÁÒ B1 ⊂ U ∩A1 ÒÁÄÉÕÓÁ r1 ≤ 1 É ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ U1 ⊂ B1 ⊂ A1. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ U1 ∩A2 ⊂ U ∩A1 ∩A2 ÎÅÐÕÓÔÏ
É ÏÔËÒÙÔÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ B1 ÒÁÄÉÕÓÁ r2 < 1=2 É ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ U2 ⊂ B2. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ
ÐÒÏÃÅÓÓ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÛÁÒÏ× B1 ⊃ B2 ⊃ : : : , ÒÁÄÉÕÓÙ ËÏÔÏÒÙÈ rn → 0 ÐÒÉ n → ∞ É
Bn ⊂ U ∩A1 ∩ · · · ∩An. ðÏÓËÏÌØËÕ M | ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ b ∈ ⋂nBn. îÏ
ÔÏÇÄÁ b ∈ U∩⋂nAn. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, U ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó A; × ÓÉÌÕ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÓÔÉ U ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ A ×ÓÀÄÕ
ÐÌÏÔÎÏ (É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅÐÕÓÔÏ | ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ âÜÒÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÜÔÏ!). ¤

åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ËÁËÉÍ-ÎÉÂÕÄØ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÍÁÓÓÉ×ÎÏ,
ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ.
ôÅÏÒÅÍÁ 3 (ÌÅÍÍÁ óÁÒÄÁ, ÏÎÁ ÖÅ ÌÅÍÍÁ âÒÁÕÎÁ, ÌÅÍÍÁ ôÏÍÁ É ÄÒ.). ðÕÓÔØ M | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍ
(×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÕÓÔÙÍ). çÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : M → R ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÁ Ë ÔÏÞËÅ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ a ∈ R.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M | ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÁÒÔ, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙÈ
ÛÁÒÁÍ × Rm. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÁÓÓÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÁÓÓÉ×ÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ M ⊂ Rm | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ.

ðÕÓÔØ Ak ⊂ M , k = 1; : : : ;m − 1, | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ m ÄÏ k-ÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÁÓÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÐÏÒÑÄËÁ k + 1, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ÎÕÌÑ;
ÔÁËÖÅ ÐÕÓÔØ Am | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, × ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ ×ÓÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÄÏ ÐÏÒÑÄËÁ m ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ.
÷ÓÅÇÏ A = A1 ∪ · · · ∪ Am | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË f . äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R \ f(Ak) ÄÌÑ ×ÓÅÈ
k = 1; : : : ;m ÍÁÓÓÉ×ÎÙ; ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ R \ f(A) ÍÁÓÓÉ×ÎÏ, ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ.

ðÕÓÔØ x ∈ Ak, 1 ≤ k ≤ m−1. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ I = (i1; : : : ; ik; ik+1) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ @k+1f(x)
@xi1 :::@xik+1

6=
0. ðÏÌÏÖÉÍ h(x) def= @kf(x)

@xi1 :::@xik
, É BI;" def= {y ∈M | |y − x| < "; hi(y) = 0}. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ

BI;" ⊂ M | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m − 1). ëÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÓÔÁÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ
ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ BI;". éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ BI;" ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ, ÔÁË
ÞÔÏ R \ f(A ∩ BI;") ÍÁÓÓÉ×ÎÏ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï Ak ÐÏËÒÙÔÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÙÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× BI;",
ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ R \ f(Ak) ÔÁËÖÅ ÍÁÓÓÉ×ÎÏ.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï Am ⊂M ÚÁÍËÎÕÔÏ; ÐÏÓËÏÌØËÕ M ËÏÍÐÁËÔÎÏ (ÛÁÒ), ÔÏ Am ÔÁËÖÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
f(Am) ÚÁÍËÎÕÔÏ, Á R \ f(Am) ÏÔËÒÙÔÏ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÔÁËÖÅ ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁÓÓÉ×ÎÏ).
äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏËÒÏÅÍ M ÛÁÒÁÍÉ ÒÁÄÉÕÓÁ "; ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÔÉÈ ÛÁÒÏ× O("−m) (ÐÒÉ "→ 0). ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ
ÏÂÒÁÚ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ f ËÁÖÄÏÇÏ ÛÁÒÁ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÇÏÓÑ Ó Am, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ ÄÌÉÎÙ o("m); ÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏ, ÏÂÒÁÚ f(Am) ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ ÏÂÝÅÊ ÄÌÉÎÏÊ O("−m) · o("m) = o(1), Ô.Å. ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ
ÍÁÌÏÊ. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ f(Am) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ, Ô.Å. R \ f(Am) ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÕÓÔØ S ⊂ M × Rd | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ôÏÇÄÁ ÏÎÏ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ Ë ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ
M × {a} ÄÌÑ ÔÏÞËÉ a ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ p : M×Rd → Rd | ÐÒÏÅËÃÉÑ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ S ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏM×{a}
ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ p|S ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ {a}. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÄÌÑ d = 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ
ÉÚ ÌÅÍÍÙ óÁÒÄÁ.

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ d ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ËÁË É × ÌÅÍÍÅ óÁÒÄÁ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ M ⊂ Rm | ÛÁÒ É S
ËÏÍÐÁËÔÎÏ; ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË p|S ÚÁÍËÎÕÔÏ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÖÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ
f(A) ÚÁÍËÎÕÔÏ, Á Rd \ f(A) ÏÔËÒÙÔÏ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Rd \ f(A) ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ, ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ d. ðÏ ÌÅÍÍÅ óÁÒÄÁ S
ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ Ë M × Rd−1 × {x} ÄÌÑ x ∈ R ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Sx = S ∩M × Rd−1 × {x} |
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ dimS − 1; ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÏÎÏ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ Ë M × {y} × {x} ÄÌÑ
y ∈ Rd−1 ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ; ÐÏ ÌÅÍÍÅ âÜÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ x É ÔÁËÉÈ y ÐÌÏÔÎÏ. ôÏÇÄÁ S ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ Ë
M × {(y; x)}. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ a, ÞÔÏ S ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ Ë M × {a}, ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ. ¤

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ:
ìÅÍÍÁ 1. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ⊂ Rn ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : Rm → Rn
(Ô.Å. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ f(x) = Ax + b, ÇÄÅ A : Rm → Rn | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ) ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ
ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ Ë V .
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ k = dimV ; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.

m + k ≥ n äÏËÁÖÅÍ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× Rm → Rn ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ
ÏÔËÒÙÔÏ É ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÎÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ
ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÍÉÎÏÒÏ×) ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ A; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕ-
ÔÏ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÕÓÔØ I | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ (m×m ÉÌÉ n×n, × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÅÎØÛÅ),



Ë ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉÐÉÓÁÎÏ ÎÕÖÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË ÉÌÉ ÓÔÏÌÂÃÏ×. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÅ
" > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ A+ "I ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÎÇ.

åÓÌÉ m ≥ n, ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W ÎÅ ÔÒÁÎÓ-
×ÅÒÓÁÌØÎÏ V , ÅÓÌÉ dimW ∩ V > (m + k) − n. ðÕÓÔØ Wn → W × ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ G(m;Rn); ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Pn ∈ G(m+ k−n+ 1;Rn) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ Pn ⊂Wn ∩V . ðÏÓËÏÌØËÕ G(m+ k−n;Rn) ËÏÍÐÁËÔ,
ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Pn → P ; ÎÏ ÔÏÇÄÁ P ⊂W ∩ V , ÔÁË ÞÔÏ W ÎÅ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ
Ë V . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÈ Ë V , ÏÔËÒÙÔÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÓÀÄÕ
ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. åÓÌÉ A : Rm → Rn | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÌÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ, ÏÂÒÁÚ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌÅÎ V , ÔÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x 7→ Ax+b ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ V ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ b. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ
× ÓÌÕÞÁÅ m+ k ≥ n ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.
m + k < n ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ A, Á b ∈ Rn \ V ⊕ A(Rm) (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ b ÏÔËÒÙÔÏ
É ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ) | × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÒÁÚ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ x 7→ Ax+ b ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó V . ¤

ðÕÓÔØ B É M | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, É p : M → B | ÇÌÁÄËÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ
�M (U) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÌÁÄËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å U . ä×Á ÓÅÞÅÎÉÑ �1; �2 ÎÁÚÙ×Á-
ÀÔÓÑ r-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ × ÔÏÞËÅ b ∈ B, ÅÓÌÉ �1(b) = �2(b) def= a ∈ M , É ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
×ÓÑËÉÈ) ÓÉÓÔÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x ÎÁ B × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ b É y ÎÁ M × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï y(�1(c))− y(�2(c)) = o((x(c)− x(b))r) ÐÒÉ b→ c. óÉÍ×ÏÌÏÍ JrbM ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ×
r-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÅÞÅÎÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ b ∈ B. ëÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁ-
ÝÉÊ ÓÅÞÅÎÉÅ �, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ r-ÓÔÒÕÅÊ � × ÔÏÞËÅ b É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Jr�(b).
ðÒÉÍÅÒ 6. ðÕÓÔØ M = B ×R, p : M → B | ÐÒÏÅËÃÉÑ (ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ 1). çÌÁÄËÏÅ
ÓÅÞÅÎÉÅ � ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : B → B × R ×ÉÄÁ �(c) = (c; f(c)), ÇÄÅ f : B → R | ÇÌÁÄËÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ. ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÓÅÞÅÎÉÑ c 7→ (c; f(c)) É c 7→ (c; g(c)) r-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ × ÔÏÞËÅ b ∈ B, ÅÓÌÉ
ÆÕÎËÃÉÉ f É g ÉÍÅÀÔ × ÔÏÞËÅ b ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ôÅÊÌÏÒÁ ÐÏÒÑÄËÁ r (× ËÁËÉÈ ÎÉÂÕÄØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ
| Á, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÌÀÂÙÈ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, JrbM | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ r ÏÔ
m = dimB ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. åÓÌÉ M = B×Rn, ÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ JrbM | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒ-
ÆÕÎËÃÉÊ Rm → Rn, ËÁÖÄÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ËÏÔÏÒÙÈ | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ r. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÌÉ ÓÌÏÊ
p : M → B | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n, ÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï JrbM ÍÏÖÎÏ ÔÏÖÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ
Ó ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ Rm → Rn ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ r, ÅÓÌÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ ÔÏÞÅË b ∈ B É
a ∈ p−1(b) ⊂M ××ÅÄÅÎÙ ËÏÏÒÄÎÁÔÙ.

÷ ÐÒÉÍÅÒÅ 6 ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÅÄÉÎÉÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
JrbM ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞÅË b × ÅÄÉÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï r-ÓÔÒÕÊ JrM , ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-
ÎÉÅ Jrp : JrM → M , ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ×ÓÅ ÓÔÒÕÉ × ÔÏÞËÅ b × ÓÁÍÕ ÔÏÞËÕ b. îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å JrM ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ
ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ××ÏÄÉÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÎÁ TM ÐÒÉ \ÇÅÏÍÅÔÒÉ-
ÞÅÓËÏÍ" ÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ (ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÒÉ×ÙÈ); ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Jrp ÂÕÄÅÔ ÔÏÇÄÁ
ÇÌÁÄËÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ ÄÅÔÁÌÉ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, Ô.Ë. ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÅÀ ÔÏÌØËÏ
ÐÒÉ r = 1.
ðÒÉÍÅÒ 7. ðÕÓÔØ r = 1 É p : M → B | ÇÌÁÄËÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ. óÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÜÔÏ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-
ÎÉÅ � : B → M , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ p ◦ � = idM . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ �′(b) : TbB → T�(b)M
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ p′(�(b))�′(b) = idTbB . îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Ä×Á ÓÅÞÅÎÉÑ 1-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ × ÔÏÞËÅ
b, ÅÓÌÉ Õ ÎÉÈ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ × ÔÏÞËÅ b ÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ J1

bM ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÐÁÒ (b; A),
ÇÄÅ A : TbB → T�(b)M | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ p′(�(b))A = idTbB . éÈ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÅÄÉÎÉÔØ ×
ÅÄÉÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Y = p∗T ∗B × TM ÎÁÄ M .
åÇÏ ÓÌÏÊ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ a ∈ M ÜÔÏ T ∗p(a)B ⊗ TaM , Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Tp(a)B → TaM . òÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ × ÎÅÍ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Y ′, ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× A, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍÕ
×ÙÛÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ. üÔÏ ÐÏÄÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ | ÎÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ, Á ÁÆÆÉÎÎÏÅ (ÓÌÏÊ ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ). ôÅÐÅÒØ \ÓÐÒÏÅËÔÉÒÕÅÍ" ÜÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ B, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ× ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Y ′′, ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÄ
ÔÏÞËÏÊ b | ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÌÏÅ× ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Y ′ ÎÁÄ ÔÏÞËÁÍÉ a ∈ p−1(b) (ÐÒÏÄÕÍÁÊÔÅ, ËÁËÁÑ ÔÏÞ-
ÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ××ÏÄÉÔÓÑ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Y ′′, É ÐÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ). òÁÓÓÌÏÅÎÉÅ 1-ÓÔÒÕÊ J1M ÔÅÐÅÒØ ÜÔÏ
ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ M × Y ′′.

÷×ÅÄÅÍ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �(M) ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ p : M → B ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ËÏÍÐÁËÔÎÏ-
ÏÔËÒÙÔÏÊ), ÐÒÅÄÂÁÚÕ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á C(K;U). úÄÅÓØ K ⊂ B | ËÏÍÐÁËÔ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÒÁÓ-
ÓÌÏÅÎÉÅ p ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÎÁÄ ÎÉÍ; U ⊂ M | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, É C(K;U) = {� ∈ �(M) | ∀a ∈ K �(a) ∈ U}.
âÁÚÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÒÅÄÂÁÚÙ; ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÂÁÚÙ.

ëÏÍÐÁËÔÎÏ-ÏÔËÒÙÔÏÊ Cr-ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÇÌÁÄËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ p : M → B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ËÏÍÐÁËÔÎÏ-ÏÔËÒÙÔÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÈ r-ÓÔÒÕÊ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ �(M) ÏÔËÒÙÔÏ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
Jr(U) ⊂ �(JrM) ÏÔËÒÙÔÏ × ËÏÍÐÁËÔÎÏ-ÏÔËÒÙÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.



ôÅÏÒÅÍÁ 4 (ôÏÍÁ Ï ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ). äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ S ⊂ JrM ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÅÞÅÎÉÊ
� ∈ �(M) ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ p : M → B, 1-ÓÔÒÕÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÁ Ë S, ÍÁÓÓÉ×ÎÏ × ËÏÍÐÁËÔÎÏ-ÏÔËÒÙÔÏÊ
C1-ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.
îÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ìÀÂÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ËÏÍÐÁË-
ÔÏ×, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙÈ ÛÁÒÕ; ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ S | ÔÁËÏÊ ÛÁÒ, É Jrp(S) ⊂ B
ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ Jrp : JrM → B ÎÁÄ ÎÉÍ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ
ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á JrM , ÄÁÎÎÏÅ × ÐÒÉÍÅÒÅ 6.

äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÄÌÑ ×ÓÅÈ r; ÍÙ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÇÏ ÄÌÑ r = 0 (Ô.Å.
ÓÅÞÅÎÉÊ, ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÈ Ë ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ S ⊂M ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ), Á ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ ÄÅÔÁÌÅÊ ÐÒÉ
ÐÒÏÞÉÈ r | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.

óÅÞÅÎÉÅ � ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ Ë S, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ S ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v 7→ �(a) + �′(a)v, ÇÄÅ v ∈
TaB, ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ Ë T�(a)S ⊂ T�(a)M . óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1 É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÍÐÁËÔÎÏ-ÏÔËÒÙÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ,
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÅÞÅÎÉÊ, ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÈ Ë S, ÏÔËÒÙÔÏ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÞÅÎÉÅ �0 ∈ �(M). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ B × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å p(S) É ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ �0(b). ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ
(ÕÔÏÞÎÉÔÅ, ËÁË!) ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ × ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ ÎÁÄ p(S) ⊂ B. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÚÂÉ-
ÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÓÅÞÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÎÁÄ p(S), ÄÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÎÁ ×ÓÅÍ B (ËÁË ÉÍÅÎÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ,
ÎÅ×ÁÖÎÏ, Ô.Ë. ÎÁ ÅÇÏ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ Ë S ÜÔÏ ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ). ¤


