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Ãîìîìîðôèçìû êîëåö

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû ïî âñÿêîìó ïîäìíîæåñòâó E ⊂ A ïîñòðîèëè çàìêíóòîå ïîä-
ìíîæåñòâî V (E) ⊂ Spec(A). Îáðàòíî, ïî ëþáîìó ïîäìíîæåñòâó X ⊂ Spec(A) ìîæíî
îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî I(X) ýëåìåíòîâ êîëüöà, îáðàùàþùèõñÿ â íîëü âî âñåõ òî÷êàõ X.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ìíîæåñòâî I(X) � ýòî èäåàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. I(X) � ýòî ïåðåñå÷åíèå ïðîñòûõ èäåàëîâ, îòâå÷àþùèõ òî÷êàì X.

Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà V ⊂ Spec(A) èìååì V (I(V )) = V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âëîæåíèå V (I(V )) ⊃ V î÷åâèäíî: ìíîæåñòâî îáùèõ íóëåé ñåìåéñòâà
ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íîëü íà çàäàííîì ìíîæåñòâå, ñîäåðæèò ýòî ìíîæåñòâî. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, V = V (E) çàìêíóòî è I(V ) ⊃ E: ìíîæåñòâî ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â
íîëü íà ìíîæåñòâå íóëåé çàäàííîãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé, ñîäåðæèò ýòî ñåìåéñòâî. Ïîýòî-
ìó V (I(V )) ⊂ V (E) = V , îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî.

Ìîæíî áûëî áû ïîäóìàòü, ÷òî òàê óñòðîåíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó èäåàëàìè â A è çàìêíóòûìè ïîäìíîæåñòâàìè â Spec(A). Îäíàêî ýòî íå òàê: èäåàëîâ
áîëüøå.

Ïðèìåð 3. Åñëè In = (xn) ⊂ C[x] � èäåàëû, òî V (In) = {(x)} íå çàâèñèò îò n.

Îïðåäåëåíèå 4. Ðàäèêàëîì èäåàëà I íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

r(I) = {x ∈ A | ∃n ∈ N xn ∈ I}.

Ïðèìåð 5. Íàéä¼ì ðàäèêàëû èäåàëîâ â Z. Î÷åâèäíî, xn...m ïðè áîëüøèõ n ⇔ x ñîäåðæèò
âñå ïðîñòûå äåëèòåëè m. Ïîýòîìó

r((pα1
1 . . . pαk

k )) = (p1 . . . pk).

Ïðèìåð 6. Ðàäèêàë 0 � ýòî íèëüðàäèêàë.

Ïðåäëîæåíèå 7. Äëÿ ëþáîãî èäåàëà I

r(I) = ∩p⊃Ip,

ãäå ïåðåñå÷åíèå áåðåòñÿ ïî âñåì ïðîñòûì èäåàëàì, ñîäåðæàùèì I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé I = 0 áûë ðàññìîòðåí íà ïåðâîé ëåêöèè. Îáùèé ñëó÷àé ñâîäèò-
ñÿ ê íåìó ïåðåõîäîì ê ôàêòîðêîëüöó. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü a /∈ r(I). Òîãäà [a] 3 N(A/I).
Ýòî çíà÷èò, ÷òî íàéä¼òñÿ ïðîñòîé èäåàë q â A/I, ò.÷. [a] /∈ q. Ïîëîæèì p = {a ∈ A | [a] ∈ q}.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî p ïðîñò è ÷òî a /∈ p.

Ñëåäñòâèå 8. Äëÿ ëþáîãî èäåàëà I ⊂ A âåðíî I(V (I)) = r(I).

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàöèè I è V óñòàíàâëèâàþò áèåêöèþ ìåæäó âñåìè çàìêíóòûìè
ïîäìíîæåñòâàìè ñïåêòðà êîëüöà è âñåìè èäåàëàìè I êîëüöà, äëÿ êîòîðûõ r(I) = I. Òàêèå
èäåàëû íàçûâàþò ðàäèêàëüíûìè.
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Îïðåäåëåíèå 9. Ïîäêîëüöî êîëüöà A � ýòî ïîäìíîæåñòâî, êîòîðîå 1) çàìêíóòî îòíîñè-
òåëüíî ñëîæåíèÿ è âçÿòèÿ ïðîòèâîïîëîæíîãî, 2) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ è 3)
ñîäåðæèò 1.

Ïðèìåð 10. C[x] ⊂ C[x, y], Z ⊂ Q ⊂ R, C[x2, xy] ⊂ C[x, y] � ïîäêîëüöà.

Çàìå÷àíèå 11. Óñëîâèå 3) èç îïðåäåëåíèÿ ïîäêîëüöà íå ñëåäóåò èç ïåðâûõ äâóõ, ñì.
ïðèìåð íèæå.

Ïðèìåð 12. Ïîäìíîæåñòâî Z = {(n, 0)} ⊂ Z× Z � íå ïîäêîëüöî.

Îïðåäåëåíèå 13. Ãîìîìîðôèçì êîëåö f : A → B � ýòî îòîáðàæåíèå, äëÿ êîòîðîãî âû-
ïîëíåíû ñâîéñòâà:

1. f(a+ b) = f(a) + f(b);

2. f(ab) = f(a) · f(b);

3. f(1) = 1.

Ïðèìåð 14. 1. Âçÿòèå ïî ìîäóëþ Z→ Z/mZ, n 7→ [n].

2. Âëîæåíèå C→ C[x], a 7→ a.

3. Âîîáùå, òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå èç ïîäêîëüöà â êîëüöî, � ãîìîìîðôèçì.

4. Âû÷èñëåíèå C[x]→ C, p 7→ p(10).

5. Äëÿ ëþáîãî èäåàëà I ⊂ A èìååòñÿ ãîìîìîðôèçì A→ A/I òàêîé, ÷òî a 7→ [a].

Îí íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì.

6. Èç Z/mZ â Z íåò ãîìîìîðôèçìîâ.

7. Èç R â Q íåò ãîìîìîðôèçìîâ.

Çàìå÷àíèå 15. Óñëîâèå 3 â îïðåäåëåíèè ãîìîìîðôèçìà íå ñëåäóåò èç ïåðâûõ äâóõ. Íà-
ïðèìåð, íóëåâîå îòîáðàæåíèå èëè âëîæåíèå A→ A×B � íå ãîìîìîðôèçìû.

Îïðåäåëåíèå 16. Îáðàç ãîìîìîðôèçìà f : A→ B îáîçíà÷àåòñÿ im f .

Ïðåäëîæåíèå 17. Îáðàç ãîìîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì.

Çàìå÷àíèå 18. Ïîäêîëüöî � âñ¼ ðàâíî, ÷òî èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì â êîëüöî.

Çàìå÷àíèå 19. Â ëþáîì êîëüöå åñòü ïîäêîëüöî, èçîìîðôíîå Z èëè Z/mZ.

Îïðåäåëåíèå 20. ßäðîì ãîìîìîðôèçìà f : A→ B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

ker f = {a ∈ A | f(a) = 0}.

Ïðåäëîæåíèå 21. ßäðî � ýòî èäåàë.
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Ïðèìåð 22. ßäðà ãîìîìîðôèçìîâ èç ïðèìåðà 14:

1. ker(Z→ Z/mZ) = (m);

2,3. ÿäðî âëîæåíèÿ íóëåâîå;

4. äëÿ f : C[x] p 7→p(10)−−−−−→ C ker f = (x− 10);

5. ÿäðî êàíîíè÷åñêîãî ãîìîìîðôèçìà A→ A/I � èäåàë I.

Çàìå÷àíèå 23. Ëþáîé èäåàë I ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì íåêîòîðîãî ãîìîìîðôèçìà, à èìåííî êà-
íîíè÷åñêîãî ãîìîìîðôèçìà A→ A/I.

Ïðåäëîæåíèå 24. Ãîìîìîðôèçì èíúåêòèâåí ⇐⇒ åãî ÿäðî íóëåâîå.

Ïðåäëîæåíèå 25. Äëÿ ãîìîìîðôèçìà f : A→ B èìååì

im f ∼= A/ ker f.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå g : A/ ker f → im f . Ïîëîæèì g([a]) = f(a), âèä-
íî, ÷òî ýòî � êîððåêòíî îïðåäåëåííûé ãîìîìîðôèçì. Òàêæå ÿñíî, ÷òî g ñþðúåêòèâíî è
èìååò íóëåâîå ÿäðî, à çíà÷èò, g áèåêöèÿ.

Ñëåäñòâèå 26. Ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì � òî æå, ÷òî è ôàêòîðêîëüöî ïî èäåàëó.

Ñî âñÿêèì ãîìîìîðôèçìîì êîëåö ñâÿçàíû äâà îòîáðàæåíèÿ íà èäåàëàõ. Ïåðâîå èç íèõ
� ýòî îãðàíè÷åíèå.

Îïðåäåëåíèå 27. Ïóñòü f : A→ B � ãîìîìîðôèçì è J ⊂ B � èäåàë. ×åðåç J c îáîçíà÷à-
åòñÿ ìíîæåñòâî

f−1(J) = {a ∈ A | f(a) ∈ J},

îíî ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì è íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèåì, èëè ñóæåíèåì, J .

Çàìå÷àíèå 28. Îãðàíè÷åíèå ëþáîãî èäåàëà ñîäåðæèò ÿäðî ãîìîìîðôèçìà. Äëÿ èíúåê-
òèâíûõ ãîìîìîðôèçìîâ (ò.å., ïîäêîëåö), îãðàíè÷åíèå ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì.

Ïðåäëîæåíèå 29. Ïóñòü ãîìîìîðôèçì f : A → B ñþðúåêòèâåí. Òîãäà îòîáðàæåíèå

îãðàíè÷åíèÿ óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èäåàëàìè â B è

èäåàëàìè â A, ñîäåðæàùèìè ker f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî èäåàëà J ⊂ B èäåàë J c ⊂ A ñîäåðæèò ÿäðî f . Íàîáîðîò,
äëÿ ëþáîãî èäåàëà I ⊃ ker f â A ìíîæåñòâî f(I) � ýòî èäåàë â B è f(I)c=I.

Çàäà÷à 1. Ïðîâåðüòå ýòî è ïîêàæèòå, ÷òî òàê ïîëó÷àåòñÿ áèåêöèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 30. 1. I ⊂ J ⇒ Ic ⊂ J c;

2. (I ∩ J)c = Ic ∩ J c;

3. Ic + J c ⊂ (I + J)c;

4. J = B ⇐⇒ J c = A.
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Çàäà÷à 2. Äëÿ ãîìîìîðôèçìà âëîæåíèÿ R[x]→ C[x] íàéäèòå îãðàíè÷åíèÿ èäåàëîâ (x−i),
(x− 2− 3i).
Çàäà÷à 3. Íàéäèòå îãðàíè÷åíèÿ èäåàëîâ (x2), (x−1), (x+1) äëÿ ãîìîìîðôèçìà R[x, y]→
R[x], p(x, y) 7→ p(x, x2).

Ïðåäëîæåíèå 31. Åñëè èäåàë J ⊂ B ïðîñò, òî èäåàë J c ⊂ A òîæå ïðîñò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ f è êàíîíè÷åñêîãî ãîìîìîðôèçìà: f ′ : A →
B → B/J . Î÷åâèäíî, ker f ′ = J c. Ïî ïðåäëîæåíèþ 25 èìååì A/J c ∼= im f ′ ⊂ B/J . Òàê êàê
J ïðîñò, â B/J , à çíà÷èò, è â im f íåò äåëèòåëåé íóëÿ, è ïîýòîìó J c ïðîñò.

Êîíå÷íî, ïðîñòîòó J c ìîæíî ïðîâåðèòü è íåïîñðåäñòâåííî, ïî îïðåäåëåíèþ.

Ïðèìåð 32. Äëÿ ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ àíàëîãè÷íîå íåâåðíî. Äëÿ ãîìîìîðôèçìà âëî-
æåíèÿ Z→ Q è ìàêñèìàëüíîãî èäåàëà J = (0) ⊂ Q èäåàë J c = (0) ⊂ Z íå ìàêñèìàëüíûé.

Òàêèì îáðàçîì, ñ êàæäûì ãîìîìîðôèçìîì êîëåö f : A→ B ñâÿçàíî îòîáðàæåíèå ñïåê-
òðîâ f ∗ : Spec(B)→ Spec(A) â îáðàòíóþ ñòîðîíó: f ∗(p) = pc.

Ïðåäëîæåíèå 33. Îòîáðàæåíèå f ∗ íåïðåðûâíî â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà V = V (E) ⊂
Spec(A) åãî ïðîîáðàç (f ∗)−1(V ) ⊂ Spec(B) çàìêíóò.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîñòîãî èäåàëà p ⊂ B èìååì

p ∈ (f ∗)−1(V (E))⇔ f ∗(p) ∈ V (E)⇔ f−1(p) ⊃ E ⇔ f(E) ⊂ p⇔ p ∈ V (f(E)).

Çíà÷èò, ïðîîáðàç (f ∗)−1(V ) åñòü V (f(E)) � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â Spec(B).

Çàäà÷à 4. ×òî åñòü ïðîîáðàç ìíîæåñòâà Da ⊂ Spec(A) ïðè îòîáðàæåíèè f ∗?

Äðóãàÿ îïåðàöèÿ íàä èäåàëàìè, ñâÿçàííàÿ ñ ãîìîìîðôèçìîì êîëåö, � ýòî ðàñøèðå-
íèå. Åñëè f : A → B è I ⊂ A � èäåàë, òî åãî ðàñøèðåíèå Ie îïðåäåëÿåòñÿ êàê èäåàë,
ïîðîæä¼ííûé ìíîæåñòâîì f(I).

Çàìå÷àíèå 34. Ñàìî ìíîæåñòâî f(I) âîâñå íå îáÿçàíî áûòü èäåàëîì � ðàññìîòðèòå âëî-
æåíèå Z â Q.

Çàìå÷àíèå 35. Ðàñøèðåíèå ÷àñòî ìîæåò ñîâïàäàòü ñî âñåì êîëüöîì, ñì. òîò æå ïðèìåð.

Çàäà÷à 5. Íàéäèòå ðàñøèðåíèå èäåàëà (x− a, y− b) ïðè ãîìîìîðôèçìå f : C[x, y]→ C[z],
p(x, y) 7→ p(z, z).
Çàäà÷à 6. Íàéäèòå ðàñøèðåíèÿ èäåàëîâ (y − 1), (x− y), (2x− y − 1) äëÿ ãîìîìîðôèçìà
R[x, y]→ R[x], p(x, y) 7→ p(x, x2).
Çàäà÷à 7. Ïðîâåðüòå, ÷òî

1. I ⊂ J ⇒ Ie ⊂ Je;

2. (I ∩ J)e ⊂ Ie ∩ Je;

3. Ie + Je = (I + J)e.
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Çàäà÷à 8. Ïóñòü f : A → B � ãîìîìîðôèçì, C � ìíîæåñòâî èäåàëîâ A, ÿâëÿþùèõñÿ
ñóæåíèÿìè, à E � ìíîæåñòâî èäåàëîâ â B, ÿâëÿþùèõñÿ ðàñøèðåíèÿìè. a)Ïîêàæèòå, ÷òî

C = {I | Iec = I}, E = {J | J ce = J}.

b)Ïðîâåðüòå, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ðàñøèðåíèÿ è ñóæåíèÿ � âçàèìíî îáðàòíûå áèåêöèè ìåæ-
äó C è E.
Çàäà÷à 9. Ïîêàæèòå, ÷òî r(J)c = r(J c) è r(I)e ⊂ r(Ie).
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