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Ëèñòîê 1.

Èíäóêöèÿ

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè

(1 + x)n ≥ 1 + nx,

ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è x ≥ −1.
Çàäà÷à 2. Íà êàêîå ÷èñëî ÷àñòåé äåëÿò ïëîñêîñòü n ïðÿìûõ â îáùåì ïîëîæåíèè

(ëþáûå äâå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ è íèêàêèå òðè íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå)?

Çàäà÷à 3. Íà êàêîå ÷èñëî ÷àñòåé äåëÿò ïëîñêîñòü n îêðóæíîñòåé â îáùåì ïîëîæå-

íèè (ëþáûå äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ ïî äâóì òî÷êàì è íèêàêèå òðè íå ïåðå-

ñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå)? Îáúÿñíèòå ïî÷åìó íå ñóùåñòâóåò äèàãðàìì Ýéëåðà-Âåííà

äëÿ ÷åòûðåõ è áîëåå ìíîæåñòâ.

Çàäà÷à 4. Îáúÿñíèòå ïàðàäîêñ íåîæèäàííîé êàçíè. Îäíàæäû â âîñêðåñåíüå íà-

÷àëüíèê òþðüìû âûçâàë ìàòåìàòèêà, ïðèãîâîðåííîãî ê êàçíè, è ñîîáùèë åìó: ¾Âàñ

êàçíÿò íà ñëåäóþùåé íåäåëå â ïîëäåíü, îäíàêî ýòî ñòàíåò äëÿ âàñ íåîæèäàííîñòüþ¿.

Ìàòåìàòèê ïîäóìàë íàä åãî ñëîâàìè è óëûáíóëñÿ: ¾Â âîñêðåñåíüå ìåíÿ êàçíèòü íå

ìîãóò! Âåäü òîãäà óæå â ñóááîòó âå÷åðîì ÿ áóäó çíàòü îá ýòîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî-

ñëåäíèé âîçìîæíûé äåíü ìîåé êàçíè � ñóááîòà. Íî åñëè ìåíÿ íå êàçíÿò â ïÿòíèöó,

òî ÿ áóäó çàðàíåå çíàòü, ÷òî ìåíÿ êàçíÿò â ñóááîòó, çíà÷èò, è å¼ ìîæíî èñêëþ÷èòü¿.

Ïîñëåäîâàòåëüíî èñêëþ÷èâ ïÿòíèöó, ÷åòâåðã, ñðåäó, âòîðíèê è ïîíåäåëüíèê, ïðåñòóï-

íèê ïðèø¼ë ê âûâîäó, ÷òî êàçíè íå áóäåò. Íà ñëåäóþùåé íåäåëå ïàëà÷ ïîñòó÷àë â åãî

äâåðü â ïîëäåíü â ñðåäó � ýòî áûëî äëÿ íåãî ïîëíîé íåîæèäàííîñòüþ. �äå îøèáêà

â ðàññóæäåíèè ìàòåìàòèêà?

Àêñèîìà èíäóêöèè: åñëè ìíîæåñòâî M ⊂ N òàêîâî, ÷òî

1 ∈ M è n ∈ M =⇒ (n+ 1) ∈ M äëÿ âñÿêîãî n, òî M = N.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî àêñèîìà èíäóêöèè ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó óòâåðæäå-

íèþ: åñëè ìíîæåñòâî M ⊂ N òàêîâî, ÷òî {1, 2, . . . , n−1} ∈ M =⇒ n ∈ M äëÿ âñÿêîãî

íàòóðàëüíîãî n, òî M = N.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî àêñèîìà èíäóêöèè ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó óòâåðæäå-

íèþ: â êàæäîì íåïóñòîì ïîäìíîæåñòâå ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë åñòü íàèìåíü-

øèé ýëåìåíò.

Îòíîøåíèå ïîðÿäêà

Çàäà÷à 7. Øåðåíãà íîâîáðàíöåâ ñòîèò ïåðåä ñòàðøèíîé. Ñòàðøèíà êîìàíäóåò: íà-

ëåâî! Íåêîòîðûå íîâîáðàíöû ïîâîðà÷èâàþòñÿ íàëåâî, à íåêîòîðûå � íàïðàâî. Ïîñëå

ýòîãî, êàæäóþ ñåêóíäó ïðîèñõîäèò ñëåäóþùåå: åñëè ñîëäàòû îêàçàëèñü ëèöîì äðóã

ê äðóãó, òî îíè ïîâîðà÷èâàþòñÿ êðóãîì. Äîêàæèòå, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî ïîâîðîòû

çàêîí÷àòñÿ.

Çàäà÷à 8. Ìîãóò ëè îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà íàèáîëüøèé è ìàêñèìàëüíûé ýëå-

ìåíòû ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà?

Çàäà÷à 9. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ íà ìíîæåñòâå èç n

ýëåìåíòîâ?

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå ìîæ-

íî ïðîäîëæèòü äî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà.

Çàäà÷à 11. Óêàæèòå êàêîé-íèáóäü ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ ïëîñ-

êîñòè ñîãëàñîâàííûé ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ èõ íà ñêàëÿð.

Ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, â êîòîðîì ëþáîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî

èìååò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò, íàçûâàåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì.

Çàäà÷à 12. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííî. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) A âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî,

1
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(ii) â A íåò áåñêîíå÷íûõ óáûâàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåíòîâ,

(iii) â A âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà èíäóêöèè: åñëè ïîäìíîæåñòâî B ⊂ A òàêîâî, ÷òî

äëÿ âñÿêîãî x ∈ A âåðíà èìïëèêàöèÿ {y ∈ A : y < x} ⊂ B =⇒ x ∈ B, òî B = A.

Çàäà÷à 13. Ïóñòü A è B âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. Çàäàäèì íà A × B

ïîðÿäîê ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(a1, b1) ≤ (a2, b2) ⇐⇒ a1 < a2 èëè a1 = a2, b1 ≤ b2.

Äîêàæèòå, ÷òî A× B � âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.

Çàäà÷à 14. Äàíà êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç íóëåé è åäèíèö. Çà îäèí øàã

ðàçðåøàåòñÿ ñäåëàòü ñëåäóþùåå: íàéòè âûðàæåíèå 01 è çàìåíèòü åãî âûðàæåíèåì

íà 10000 . . . 0, ïðè÷åì êàæäûé ðàç ìîæíî íàïèñàòü ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ÷èñëî

íóëåé. Äîêàæèòå, ÷òî òàêóþ çàìåíó ìîæíî áóäåò ñäåëàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

Çàäà÷à 15. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íåêîòîðîå ìíîæåñòâî A ðàçáèòî íà íåïåðåñåêàþ-

ùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà, òî îòíîøåíèå "ëåæàòü â îäíîì ïîäìíîæåñòâå" ÿâëÿåòñÿ îòíî-

øåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè; âñÿêîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ìîæíî òàê çàäàòü.

Çàäà÷à 16. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè ìîæíî çàäàòü íà ìíî-

æåñòâå èç 5 ýëåìåíòîâ?
Çàäà÷à 17. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå îòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèÿìè ýêâè-

âàëåíòíîñòè: (a) ìíîæåñòâî ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè; ýêâèâàëåíòíû ïàðàëëåëüíûå

ïðÿìûå; (Ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ: �èêñèðóåì êàêóþ-íèáóäü ïðÿìóþ l íà ïëîñêîñòè;

êàæäîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè (êðîìå êëàññà l) ìîæíî ñîïîñòàâèòü òî÷êó (óêà-

æèòå êàê èìåííî) íà l, êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåìó l, ñîïîñòàâèì

áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó)

(á) ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ íåïðåðûâíûõ êðèâûõ (ïåòåëü) â íåêîòîðîé îáëàñòè D

ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç �èêñèðîâàííóþ òî÷êó ýòîé îáëàñòè; äâå êðèâûå ýêâè-

âàëåíòíû, åñëè îäíó èç íèõ ìîæíî íåïðåðûâíîé äå�îðìàöèåé â îáëàñòè D (ìîæíî

ãíóòü è ðàñòÿãèâàòü êàê ðåçèíêó, íî íåëüçÿ ðâàòü) ïðåîáðàçîâàòü â äðóãóþ;

(íàéäèòå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà 1)

∗ D � âñÿ ïëîñêîñòü,

2)

∗∗ D � ïëîñêîñòü áåç íåêîòîðîé òî÷êè; ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè íàçû-

âàþò ãðóïïîé ãîìîòîïèé D)

(â) (m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî) ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë; äâà ÷èñëà ýêâèâàëåíòíû,

åñëè èìåþò îäèíàêîâûé îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà m; (êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòåé íàçû-

âàþòñÿ â ýòîì ñëó÷àå êëàññàìè âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m)

(ã) ìíîæåñòâî Z× N; äâå ïàðû (n,m) è (p, q) ýêâèâàëåíòíû, åñëè nq = mp.

Ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè â (ã) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ðàöèîíàëüíûõ

÷èñåë Q.

Çàäà÷à 18. Äîêàæèòå, ÷òî íà Q êîððåêòíî îïðåäåëåíû (ò. å. íå çàâèñÿò îò ïðåäñòà-

âèòåëåé) îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è îòíîøåíèå ïîðÿäêà:

(n,m)+(p, q) = (nq+mp,mq), (n,m)·(p, q) = (np,mq), (n,m) ≤ (p, q) ⇐⇒ nq ≤ mp.

Çàäà÷à 19. Äîêàæèòå, ÷òî íà Q âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà Àðõèìåäà: íàòóðàëüíûé ðÿä

(ò. å. äðîáè âèäà (n, 1), ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî) íåîãðàíè÷åí ñâåðõó. Ïîêàæèòå,

÷òî íà ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé (�óíêöèè âèäà

P
Q
, ãäå P,Q � ìíîãî÷ëåíû)

ñ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà:

P
Q

= amxm+...a1x+a0
bnxn+...+b1x+b0

≻ 0 ⇐⇒ am
bn

> 0, àêñèîìà Àðõèìåäà íå

âûïîëíÿåòñÿ.

Çàäà÷à 20. Ñóùåñòâóåò ëè ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ áèåêöèÿ Q íà ìíîæåñòâî öåëûõ

÷èñåë Z?

Çàäà÷à 21. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ÷èñëà íå ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè:

(à)

√
5, (b)

√
5 +

√
7, (
) cos 20◦.


