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Àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà àôôèííîãî
ïðîñòðàíñòâà

Ïóñòü k � íåêîòîðîå ïîëå, íàïðèìåð, ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 1. Àôôèííûì n-ìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì An
k íàä k íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

íàáîðîâ (x1, . . . , xn), xi ∈ k ýëåìåíòîâ k äëèíû n.
Àëãåáðàè÷åñêèì ïîäìíîæåñòâîì àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà An íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

ðåøåíèé íåêîòîðîé (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîé) ñèñòåìû óðàâíåíèé fα(x1, . . . , xn) = 0, ãäå
fα ∈ k[x1, . . . , xn] � ìíîãî÷ëåíû. Îáîçíà÷àåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî V (fα).

Êàê ìû âñêîðå óâèäèì, íà ñàìîì äåëå âñåãäà äîñòàòî÷íî êîíå÷íîãî ÷èñëà óðàâíåíèé
� îñòàëüíûå áóäóò èç íèõ ñëåäîâàòü.

Ïðèìåð 2. 1. îêðóæíîñòü � çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì x2+ y2− 1 = 0 â âåùåñòâåííîé ïëîñ-
êîñòè A2

R;

2. ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ {(t2, t3, t4) | t ∈ C} ⊂ A3
C çàäà¼òñÿ óðàâíåíèÿìè x3 − y2 =

z − x2 = 0;

3. òî÷êà (a1, . . . , an) çàäà¼òñÿ óðàâíåíèÿìè xi − ai = 0.

4. ãðàôèê ôóíêöèè y = sinx � íå àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî.

Îäíî è òî æå ïîäìíîæåñòâî ìîæíî çàäàâàòü ðàçíûìè ñèñòåìàìè óðàâíåíèé. Ðàññìîò-
ðèì ìàêñèìàëüíóþ èç íèõ.

Îïðåäåëåíèå 3. Èäåàëîì àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäìíîæåñòâà X ⊂ An
k íàçûâàåòñÿ

I(X) = {f ∈ k[xi] | f |X = 0}

� ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ, îáðàùàþùèõñÿ â íîëü òîæäåñòâåííî íà X.

Íàïîìíèì, ÷òî

Îïðåäåëåíèå 4. Èäåàëîì â êîììóòàòèâíîì êîëüöå A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî I ⊂ A, äëÿ
êîòîðîãî âåðíî:

• x, y ∈ I ⇒ x+ y ∈ I;

• x ∈ I ⇒ −x ∈ I;

• x ∈ I, a ∈ A⇒ ax ∈ I.

Î÷åâèäíî, èäåàë àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäìíîæåñòâà � ýòî èäåàë â êîëüöå k[x1, . . . , xn].
ßñíî òàêæå, ÷òî äëÿ àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäìíîæåñòâàX âåðíî V (I(X)) = X, ïîýòîìó ëþáîå
àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî åñòü ìíîæåñòâî íóëåé ìíîãî÷ëåíîâ íåêîòîðîãî èäåàëà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáîå àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî ìîæíî çàäàòü êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì óðàâíåíèé. Âïðî÷åì, ýòî ñîâñåì íå î÷åâèäíî.

Îïðåäåëåíèå 5. Èäåàëîì â êîëüöå A, ïîðîæä¼ííûì íàáîðîì ýëåìåíòîâ a1, . . . , am ∈ A,
íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûé èäåàë â A, ñîäåðæàùèé âñå ai. Ýòîò èäåàë ìîæíî îïèñàòü ÿâíî
êàê ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ âèäà

∑m
i=1 aibi, ãäå bi ∈ A � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû. Òàêîé

èäåàë îáîçíà÷àåòñÿ (a1, . . . , am) è íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûì.
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Èìååò ìåñòî âàæíàÿ òåîðåìà, êîòîðóþ ìû ïðÿìî ñåé÷àñ äîêàçûâàòü íå áóäåì.

Òåîðåìà 6 (òåîðåìà Ãèëüáåðòà î áàçèñå). Ëþáîé èäåàë â êîëüöå k[x1, . . . , xn] êîíå÷íî
ïîðîæä¼í.

Ñëåäñòâèå 7. Ëþáîå àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî X ⊂ An çàäà¼òñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì
óðàâíåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåàë I(X) ⊂ k[x1, . . . , xn] êîíå÷íî ïîðîæä¼í, ïóñòü I(X) = (f1, . . . , fm).
Òîãäà X = V (I(X)) = V (f1, . . . , fm): äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x ∈ An

âñå fi(x) = 0. Òîãäà f(x) = 0 ïðè âñåõ f âèäà
∑

i figi, êîòîðûå è îáðàçóþò I(X). Çíà÷èò,
X åñòü ìíîæåñòâî îáùèõ íóëåé ìíîãî÷ëåíîâ f1, . . . , fm, ÷.ò.ä.

Ëåììà 8. Îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ � àëãåáðàè÷åñêîå ïîä-
ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà V è W çàäàíû ñèñòåìàìè óðàâíå-
íèé fi = 0 è gj = 0. Òîãäà V ∩ W çàäà¼òñÿ ñèñòåìîé fi = gj = 0, à V ∪ W � ñèñòåìîé
figj = 0 (âñå ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ).

Èçó÷èì äëÿ íà÷àëà ïðîñòåéøèé ïðèìåð àôôèííûõ ïîäìíîæåñòâ � êðèâûå íà ïëîñêî-
ñòè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îñíîâíîå ïîëå � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå.

Îïðåäåëåíèå 9. Ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé V (f) ⊂ A2
k íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ f(x, y) = 0, ãäå f ∈ k[x, y] � ìíîãî÷ëåí (îòëè÷íûé îò êîíñòàíòû).

Åñëè f = f1f2, òî êðèâàÿ ðàñïàäàåòñÿ â îáúåäèíåíèå äâóõ êðèâûõ: V (f) = V (f1)∪V (f2).
Åñòåñòâåííî ïîýòîìó èçó÷èòü êðèâûå, çàäàííûå ìíîãî÷ëåíîì f , êîòîðûé íå ðàñêëàäûâà-
åòñÿ íà ìíîæèòåëè.

Îïðåäåëåíèå 10. Ìíîãî÷ëåí f ∈ k[x1, . . . , xn] íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè èç f = g·h,
ãäå g, h ∈ k[x1, . . . , xn] ñëåäóåò deg g = 0 èëè deg h = 0.

×òî áóäåò, åñëè ïåðåñå÷ü äâå ïëîñêèå êðèâûå? ×òîáû ýòî ïîíÿòü, äîêàæåì äâå ëåììû.

Ëåììà 11. Åñëè ìíîãî÷ëåí g ∈ k[x, y] îáðàùàåòñÿ â íîëü òîæäåñòâåííî íà V (f), òî

gN
...f äëÿ íåêîòîðîé ñòåïåíè N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàâ ëèíåéíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f ñîäåðæèò
÷ëåí xN , ãäå N = deg f . Òîãäà ìîæíî äåëèòü íà f ñ îñòàòêîì â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ (k[y])[x]
(êàê ìíîãî÷ëåíû îò x). Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè y = y0 êîðíè f ëåæàò ñðåäè

êîðíåé g. Ïîñêîëüêó âîçìîæíû êðàòíîñòè, òî g(x, y0)
N ...f(x, y0). Ïîäåëèì ñ îñòàòêîì êàê

ìíîãî÷ëåíû îò x: gN = f · q + r, degx r < deg f . Ïðè ëþáîì y0 èìååì r(x, y0) = 0, à çíà÷èò
r = 0.

Ñëåäñòâèå 12. Åñëè ìíîãî÷ëåí g ∈ k[x, y] îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ìíîæåñòâå íóëåé

íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà f , òî g
...f . Äðóãèìè ñëîâàìè, I(V (f)) = (f).

Ñëåäñòâèå 13. Åñëè f íåïðèâîäèì, òî êðèâàÿ V (f) íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäè-
íåíèÿ äâóõ íåòðèâèàëüíûõ (îòëè÷íûõ îò V (f)) àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè V (f) = C1 ∪ C2, òî íàéäóòñÿ ìíîãî÷ëåíû f1 è f2, äëÿ êîòîðûõ fi

îáðàùàåòñÿ â íóëü íà Ci, íî íå íà V (f). Òîãäà f1f2 ðàâåí íóëþ íà V (f), çíà÷èò f1f2
...f . Òàê

êàê f íåïðèâîäèì, òî f1 èëè f2
...f è çíà÷èò f1 èëè f2 ðàâåí íóëþ íà V (f) � ïðîòèâîðå÷èå.

Îïðåäåëåíèå 14. Àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè åãî
íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ ñòðîãî ìåíüøèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíî-
æåñòâ.

Òî åñòü, ìíîæåñòâî íóëåé íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà íà ïëîñêîñòè � íåïðèâîäèìàÿ
êðèâàÿ. Òåïåðü ïåðåñå÷¼ì íåïðèâîäèìóþ êðèâóþ íåòðèâèàëüíûì îáðàçîì.

Ëåììà 15. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí f ∈ k[x, y] íåïðèâîäèì è g íå äåëèòñÿ íà f . Òîãäà ïåðåñå-
÷åíèå V (f) ∩ V (g) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ÍÎÄ f è g â êîëüöå k(y)[x]. Ïóñòü îí ðàâåí ìíîãî÷ëåíó
h(x, y) ∈ k[x, y] ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà îáðàòèìûå, ïðè÷¼ì êîýôôèöèåíòû h ïî

ñòåïåíÿì x âçàèìíî ïðîñòû. Òîãäà f
...h â k(y)[x] âëå÷¼ò f

...h â k[y, x]. Òàê êàê f íåïðèâîäèì,

h = 1 ëèáî h = f . Âî âòîðîì ñëó÷àå g
...f â k(y)[x] è çíà÷èò â k[y, x] � ïðîòèâîðå÷èå

óñëîâèþ. Ïîýòîìó h = 1. Çàïèøåì 1 = αg+βf , ãäå α, β ∈ k(y)[x]. Òîãäà äëÿ âñåõ y0 (êðîìå
êîíå÷íîãî ÷èñëà íóëåé çíàìåíàòåëåé â α è β) ïîëó÷èì, ÷òî f(x, y0) è g(x, y0) íå ìîãóò
èìåòü îáùèõ êîðíåé ïî x. À äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà y0 ïîëó÷èì êîíå÷íîå ÷èñëî êîðíåé, ò.å.
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ V (f) è V (g).

Ñëåäñòâèå 16. Àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà àôôèííîé ïëîñêîñòè (íåòðèâèàëüíûå) �
ýòî êîíå÷íûå îáúåäèíåíèÿ íåïðèâîäèìûõ êðèâûõ (çàäàííûõ íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëåíîì)
è òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî óðàâíåíèÿ, çàäàþùèå ïîäìíîæåñòâî. V (f1)
åñòü îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïðèâîäèìûõ êðèâûõ. Ïåðåñåêàÿ äàëåå êàæäóþ èç íèõ
ñ íóëÿìè ìíîãî÷ëåíîâ, ïîëó÷èì ëèáî êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê, ëèáî å¼ ñàìó.

Àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà ïëîñêîé íåïðèâîäèìîé êðèâîé � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà
òî÷åê. Ýòî ìîæíî âçÿòü çà îïðåäåëåíèå íåïðèâîäèìîé êðèâîé. Êðèâîé äàëåå åñòåñòâåííî
íàçâàòü êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå íåïðèâîäèìûõ êðèâûõ. Íåïðèâîäèìîé ïîâåðõíîñòüþ íàçî-
â¼ì àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî, íåòðèâèàëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà êîòîðîãî
� êîíå÷íûå îáúåäèíåíèÿ êðèâûõ è òî÷åê, ïîâåðõíîñòüþ � êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå íåïðè-
âîäèìûõ ïîâåðõíîñòåé, è ò.ä. Òàê ìîæíî îïðåäåëèòü àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà ëþáîé
ðàçìåðíîñòè, íî åñòü áîëåå êîìïàêòíûé (è ðàâíîñèëüíûé) ñïîñîá ñäåëàòü ýòî.

Îïðåäåëåíèå 17. Ðàçìåðíîñòüþ (òî÷íåå ãîâîðÿ, ðàçìåðíîñòüþ Êðóëëÿ) àëãåáðàè÷å-
ñêîãî ïîäìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ ìàêñèìóì òàêèõ n, ÷òî â X ñóùåñòâóåò öåïî÷êà ñòðîãî
âëîæåííûõ íåïðèâîäèìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ

Xn ⊃ Xn−1 ⊃ . . . ⊃ X1 ⊃ X0.

Îáîçíà÷åíèå: dimX.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçìåðíîñòü àôôèííîé ïðÿìîé � 1, è ìû ïîêàçàëè, ÷òî ðàçìåðíîñòü àô-
ôèííîé ïëîñêîñòè � 2. Êîíå÷íî, âåðíî è òî, ÷òî ðàçìåðíîñòü An

k ðàâíà n, íî äîêàçàòü ýòî
ñîâñåì íå ïðîñòî.

Ïðèâåä¼ì áåç äîêàçàòåëüñòâà íåñêîëüêî ñâîéñòâ ðàçìåðíîñòè

Ïðåäëîæåíèå 18. 1. dimAn = n. Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çà-
ìêíóòî.

2. Ïóñòü f ∈ k[x1, . . . , xn], deg f > 0. Òîãäà dimV (f) = n− 1.

3. Áîëåå îáùî, åñëè X ⊂ An � íåïðèâîäèìîå ïîäìíîæåñòâî è f ∈ k[x1, . . . , xn] � íå
ðàâíûé âñþäó íóëþ íà X ìíîãî÷ëåí, òî X ∩ V (f) èìååò ðàçìåðíîñòü dimX − 1
èëè ïóñòî.

Îïðåäåëåíèå 19. Ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â An íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî âèäà V (f), ãäå
f ∈ k[x1, . . . , xn], deg f > 0. Ñòåïåíüþ ãèïåðïîâåðõíîñòè V (f) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî deg f .
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