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Êîëüöî ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé

Â ïðîøëûé ðàç ìû îïðåäåëèëè ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè è îòîáðàæåíèÿ íà ïîäìíîæåñòâàõ
â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå. Êàê æå ìîæíî çàäàâàòü òàêèå ôóíêöèè è îòîáðàæåíèÿ?

Ëåììà 1. Ïóñòü φ : X → Y � îòîáðàæåíèå ìåæäó àëãåáðàè÷åñêèìè ïîäìíîæåñòâàìè

X ⊂ Pn è Y ⊂ Pm. Ïóñòü X ïîêðûâàåòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè U ⊂ X è äëÿ

êàæäîãî èç íèõ ñóùåñòâóþò òàêèå îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû F0, . . . , Fm ∈ k[x0, . . . , xn]
îäèíàêîâîé ñòåïåíè, íå îáðàùàþùèåñÿ îäíîâðåìåííî â íîëü íà U , ÷òî

φ(x) = (F0(x) : . . . : Fm(x))

íà U . Òîãäà îòîáðàæåíèå φ ðåãóëÿðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X ðàññìîòðèì êàðòó â Pm, ñîäåðæàùóþ φ(x).
Ìîæíî ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî ýòî U0. Íàéä¼ì îêðåñòíîñòü U 3 x, êàê
â óñëîâèè. Òîãäà â êà÷åñòâå õîðîøåé îêðåñòíîñòè äëÿ x ìîæíî âçÿòü U ′ = U ∩ {F0 6=
0} ⊂ X: äëÿ íå¼ èìååì φ(U ′) ⊂ U0. Íà òàêîé îêðåñòíîñòè φ â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ íà
Am çàïèøåòñÿ êàê (F1/F0, . . . , Fm/F0), ãäå âñå ÷àñòíûå Fi/F0 � ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè ïî
ëåììå 21 ñ ïðîøëîé ëåêöèè. Çíà÷èò, φ � ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå ïî îïðåäåëåíèþ.

Êàê íå âñåãäà ìîæíî çàäàòü ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå?
Íåâåðíî, ÷òî ëþáîå ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå X → Pm èìååò âèä (f0 : . . . : fm), ãäå fi �

ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè íà X. Ïîòîìó, íàïðèìåð, ÷òî ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè íà ïðîåêòèâíîì
ïðîñòðàíñòâå � êîíñòàíòû.

Íåâåðíî, ÷òî ëþáîå ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå X → Pm èìååò âèä (F0 : . . . : Fm), ãäå Fi
� îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ðàññìîòðèì ïðèìåð.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü îòîáðàæåíèå φ : P1 → P2 çàäàíî ôîðìóëîé

φ(x0 : x1) = (x20 : x0x1 : x22).

Òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ äâóêðàòíûì âëîæåíèåì, åãî îáðàç C � íåîñîáàÿ êîíèêà.
Îíî ðåãóëÿðíî ïî ëåììå 1 (ãäå U = P1). Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

φ−1(y0 : y1 : y2) = (y0 : y1)

íà ïîäìíîæåñòâå {y0 6= 0} ⊂ C è ôîðìóëîé

φ−1(y0 : y1 : y2) = (y1 : y2)

íà ïîäìíîæåñòâå {y2 6= 0} ⊂ C. Îäíàêî íè îäíà èç ýòèõ ôîðìóë íå çàäà¼ò îáðàòíîãî
îòîáðàæåíèÿ íà âñåé êðèâîé C, òàê êàê ïåðâàÿ íå îïðåäåëåíà â òî÷êå (0 : 0 : 1) ∈ C, à
âòîðàÿ � â òî÷êå (1 : 0 : 0) ∈ C.

Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà, ïðè ðàññìîòðåíèè îêðåñòíîñòåé â òîïîëîãèè Çà-
ðèññêîãî äîñòàòî÷íî áðàòü àôôèííûå îêðåñòíîñòè.
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Ëåììà 3. Ëþáàÿ òî÷êà îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà ïðîåêòèâíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíî-

æåñòâà èìååò â í¼ì îêðåñòíîñòü, èçîìîðôíóþ àëãåáðàè÷åñêîìó ïîäìíîæåñòâó àôôèí-

íîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x ∈ X ⊂ Pn � òî÷êà, ëåæàùàÿ â êàðòå Ui, òî å¼ îêðåñòíîñòü
X ∩ Ui � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà.
Êàê ìû çíàåì, ëþáîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â àëãåáðàè÷åñêîì ïîäìíîæåñòâå Y ⊂ An

åñòü îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ âèäà Yf = {y ∈ Y | f(y) 6= 0} ⊂ Y , ãäå f ∈ k[x1, . . . , xn].
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî òàêîå Yf èçîìîðôíî àëãåáðàè÷åñêîìó ïîäìíîæåñòâó
íåêîòîðîãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü Y ⊂ An çàäàíî êàê ìíîæåñòâî íóëåé ìíîãî÷ëåíîâ fα. Ðàññìîòðèì àôôèííîå
ìíîãîîáðàçèå Y ′ ⊂ An+1, çàäàííîå ñèñòåìîé óðàâíåíèé

fα(y1, . . . , yn) = 0, f(y1, . . . , yn)yn+1 − 1 = 0.

Îïðåäåëèì φ : Y ′ → Y êàê ïðîåêöèþ íà ïåðâûå n êîîðäèíàò. Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî φ �
èçîìîðôèçì ìåæäó Y ′ è Yf ⊂ Y .

Òåïåðü, íàêîíåö, îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèÿ.

Îïðåäåëåíèå 4. Áóäåì íàçûâàòü (àëãåáðàè÷åñêèì) ìíîãîîáðàçèåì îäíî èç ñëåäóþùèõ
ìíîæåñòâ âìåñòå ñ êëàññîì ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà í¼ì:

1. àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà;

2. îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäìíîæåñòâà àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà;

3. àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà;

4. îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäìíîæåñòâà ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ìíîãîîáðàçèå òèïà 1 èëè èçîìîðôíîå åìó íàçûâàåòñÿ àôôèííûì.
Ìíîãîîáðàçèå òèïà 2 èëè èçîìîðôíîå åìó íàçûâàåòñÿ êâàçèàôôèííûì.
Ìíîãîîáðàçèå òèïà 3 èëè èçîìîðôíîå åìó íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûì.
Ìíîãîîáðàçèå òèïà 4 èëè èçîìîðôíîå åìó íàçûâàåòñÿ êâàçèïðîåêòèâíûì.

Çàìå÷àíèå 5. Ëþáîå àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå êâàçèàôôèííî, ëþáîå êâàçèàôôèííîå �
êâàçèïðîåêòèâíî, ëþáîå ïðîåêòèâíîå � êâàçèïðîåêòèâíî. Ïðîåêòèâíîå è îäíîâðåìåííî
êâàçèàôôèííîå ìíîãîîáðàçèå � ýòî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê.

Ïðèìåð 6. Ïðîêîëîòàÿ ïðÿìàÿ A1 \ 0 � ýòî ïî îïðåäåëåíèþ êâàçèàôôèííîå ìíîãîîáðà-
çèå. Îíî æå àôôèííîå, òàê êàê èçîìîðôíî ïëîñêîé êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì xy = 1.
À âîò ïðîêîëîòàÿ ïëîñêîñòü A2 \ 0 óæå íå áóäåò àôôèííûì ìíîãîîáðàçèåì, â ÷¼ì ìû ñêî-
ðî ñìîæåì óáåäèòüñÿ. Ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî áåç ãèïåðïîâåðõíîñòè f(x0, . . . , xn) = 0
� êâàçèïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå. Íî îíî æå è àôôèííîå, ÷òî ìû òàêæå â ñâî¼ âðåìÿ
óâèäèì. À âîò ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü áåç òî÷êè P2 \ 0 íå êâàçèàôôèííà è íå ïðîåêòèâíà.
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Îäíà èç êëþ÷åâûõ èäåé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè � ðàññìàòðèâàòü ðåãóëÿðíûå ôóíê-
öèè íå ïî îòäåëüíîñòè, à âñå âìåñòå. Îíà ïîçâîëÿåò ïåðåâåñòè áîëüøóþ ÷àñòü ãåîìåòðèè
ìíîãîîáðàçèé íà àëãåáðàè÷åñêèé ÿçûê. Ýòèì ïåðåâîäîì ìû ñåé÷àñ è çàéì¼ìñÿ.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü X � ìíîãîîáðàçèå íàä ïîëåì k. ×åðåç k[X] îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæå-
ñòâî ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà X.

Ïðåäëîæåíèå 8. Ìíîæåñòâî k[X] ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì êîëüöîì è ñîäåðæèò â

ñåáå k. Îíî íàçûâàåòñÿ êîëüöîì èëè àëãåáðîé ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà X.

Äëÿ àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé àëãåáðà ôóíêöèé ñîäåðæèò âñþ èíôîðìàöèþ î ìíîãî-
îáðàçèè è, áîëåå òîãî, âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðàâèëüíûì îáúåêòîì, ÷åì
ñàìî ìíîãîîáðàçèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé àëãåáðà ôóíêöèé
ñîñòîèò èç ôóíêöèé, ïîñòîÿííûõ íà êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè, ò.å. èíòåðåñà íå ïðåä-
ñòàâëÿåò.

Åñëè X ⊂ An
k àôôèííî, òî àëãåáðó ôóíêöèé íåñëîæíî âû÷èñëèòü. Èìååòñÿ ñþðúåê-

òèâíûé ãîìîìîðôèçì îãðàíè÷åíèÿ k[x1, . . . , xn]→ k[X]. Åãî ÿäðî ïî îïðåäåëåíèþ � èäåàë
ìíîãîîáðàçèÿ X, ïîýòîìó

k[X] ∼= k[x1, . . . , xn]/I(X).

Åñëè Y ⊂ X � ïîäìíîãîîáðàçèå â àôôèííîì ìíîãîîáðàçèè, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü
èäåàë IX(Y ) â k[X], ñîñòîÿùèé èç âñåõ ôóíêöèé, òîæäåñòâåííî îáðàùàþùèõñÿ â íîëü
íà Y . Ïðè ýòîì ðàçíûì ïîäìíîãîîáðàçèÿì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå èäåàëû, òàê êàê âñÿêîå
ïîäìíîãîîáðàçèå âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñâîåìó èäåàëó êàê ìíîæåñòâî íóëåé â X âñåõ åãî
ôóíêöèé. Êàêèå æå èäåàëû òàê ïîëó÷àþòñÿ?

Îïðåäåëèì äâà îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâîì ïîäìíîæåñòâ (íå îáÿçàòåëüíî àëãåá-
ðàè÷åñêèõ) â X è ìíîæåñòâîì èäåàëîâ â k[X]. Ñîïîñòàâèì ïîäìíîæåñòâó Y èäåàë

I(Y ) = {f ∈ k[X] | f |Y = 0},

ñîïîñòàâèì èäåàëó J ïîäìíîæåñòâî

V (J) = {x ∈ X | ∀f ∈ J f(x) = 0}.

Ýòè îòîáðàæåíèÿ íå âçàèìíî îáðàòíû, íî, êàê ìû óâèäèì, îíè âçàèìíî îáðàòíû íà ñâîèõ
îáðàçàõ.

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíî ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 9. 1. V (I(Y )) ⊃ Y ,

2. I(V (J)) ⊃ J ,

3. Y1 ⊂ Y2 ⇒ I(Y1) ⊃ I(Y2),

4. J1 ⊂ J2 ⇒ V (J1) ⊃ V (J2),

5. I(V (I(Y ))) = I(Y ),

6. V (I(V (J))) = V (J).

7. Îïåðàöèè V è I âçàèìíî îáðàòíû íà ñâîèõ îáðàçàõ.
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Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ â X îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò íåêîòî-
ðûì èäåàëàì â k[X]. Êàê îïèñàòü òàêèå èäåàëû?

Îïðåäåëåíèå 10. Ðàäèêàëîì èäåàëà J ⊂ A â êîììóòàòèâíîì êîëüöå íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî r(J) ýëåìåíòîâ a ∈ A òàêèõ, ÷òî aN ∈ J äëÿ íåêîòîðîãî N ∈ N. Èäåàë íàçûâàåòñÿ
ðàäèêàëüíûì, åñëè r(J) = J .

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà íåñëîæíî ïðîâåðèòü:

Ïðåäëîæåíèå 11. 1. Ðàäèêàë èäåàëà � èäåàë,

2. r(J) ⊃ J ,

3. r(r(J)) = r(J),

4. r(I1 ∩ I2) = r(I1) ∩ r(I2),

5. åñëè èäåàë J ïðîñò, òî r(J) = J ,

6. åñëè J � ïåðåñå÷åíèå ïðîñòûõ èäåàëîâ, òî r(J) = J .

Òåîðåìà 12 (òåîðåìà Ãèëüáåðòà î íóëÿõ, Nullstellensatz). Åñëè ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çà-

ìêíóòî, X ⊂ An
k � àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå è J ⊂ k[X] � èäåàë, òî I(V (J)) = r(J).

Ñêàæåì òî æå ñàìîå åù¼ ðàç áîëåå ïðîñòûìè ñëîâàìè.

Òåîðåìà 13. Ïóñòü ïîëå k àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, f, f1, . . . , fm ∈ k[x1, . . . , xn] � ìíîãî-

÷ëåíû. Ïóñòü f îáðàùàåòñÿ â íîëü âî âñåõ òî÷êàõ An
k , ãäå îáðàùàþòñÿ â íîëü âñå fi. Òîãäà

ïðè íåêîòîðîì N ìíîãî÷ëåí fN ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
∑m

i=1 figi, ãäå gi ∈ k[x1, . . . , xn] �
ìíîãî÷ëåíû.

Ýòîò ðåçóëüòàò â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ èìååò ëåììó 11 ñ ïåðâîé ëåêöèè ïðî ïëîñêèå
êðèâûå.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà Ãèëüáåðòà ãîâîðèò, ÷òî I(V (J)) � ðàäèêàë èäåàëà J è, ñëåäî-
âàòåëüíî, îáðàç îòîáðàæåíèÿ I � ðàäèêàëüíûå èäåàëû. Ïîëó÷àåòñÿ

Ñëåäñòâèå 14. Ïðè k = k̄ èìååòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó àôôèí-

íûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè â àôôèííîì ìíîãîîáðàçèè X è ðàäèêàëüíûìè èäåàëàìè â àë-

ãåáðå k[X].

Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýòîãî ñîîòâåòñòâèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 15. Äëÿ ëþáûõ èäåàëîâ J1, J2 ⊂ k[X] è ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ Y1, Y2 ⊂ X
âåðíî

1. V (J1 + J2) = V (J1) ∩ V (J2),

2. V (J1 ∩ J2) = V (J1) ∪ V (J2),

3. I(Y1 ∪ Y2) = I(Y1) ∩ I(Y2),

4. I(Y1 ∩ Y2) = r(I(Y1) + I(Y2)).
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