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Ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè

Èòàê, ìàêñèìàëüíûå èäåàëû êîëüöà ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé � ýòî òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ.
Â àáñòðàêòíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ýòî ïðèíèìàåòñÿ çà îïðåäåëåíèå òî÷êè ìíîãî-
îáðàçèÿ.

×òî ïðîèñõîäèò ñ òî÷êàìè ïðè ðåãóëÿðíîì îòîáðàæåíèè?
Ïóñòü φ : X → Y � ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé, φ∗ : k[Y ]→ k[X]

� äâîéñòâåííîå îòîáðàæåíèå íà ôóíêöèÿõ, x ∈ X � òî÷êà, I(x) ⊂ k[X] � ñîîòâåòñòâó-
þùèé ìàêñèìàëüíûé èäåàë. Òîãäà (φ∗)−1I(x) ⊂ k[Y ] � èäåàë, ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé
g ∈ k[Y ] òàêèõ, ÷òî φ∗(g) = gφ ∈ I(x), ò.å. gφ(x) = 0, ò.å. g(φ(x)) = 0. Çíà÷èò, ýòî èäåàë
I(φ(x)). Èòàê, îáðàçó òî÷åê ïðè ðåãóëÿðíîì îòîáðàæåíèè ñîîòâåòñòâóåò ïðîîáðàç ìàêñè-
ìàëüíîãî èäåàëà.

À ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè îòîáðàæåíèÿõ ñ ïîäìíîãîîáðàçèÿìè? Êàê ìû çíàåì, íåïðèâî-
äèìûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ â àôôèííîì ìíîãîîáðàçèè X ñîîòâåòñòâóþò ïðîñòûì èäåàëàì â
k[X].

Àëãåáðàè÷åñêè îáðàçó ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðîîáðàç ïðîñòîãî èäåàëà. À èìåí-
íî, ïóñòü φ : X → Y � ðåãóëÿðíîå îòîáðàæåíèå àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé, φ∗ : k[Y ]→ k[X]
� äâîéñòâåííîå îòîáðàæåíèå íà ôóíêöèÿõ, W ⊂ X � íåïðèâîäèìîå ïîäìíîãîîáðàçèå,
I(W ) ⊂ k[X] � ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîñòîé èäåàë. Òîãäà (φ∗)−1I(W ) ⊂ k[Y ] � èäåàë, ñîñòî-
ÿùèé èç ôóíêöèé g ∈ k[Y ] òàêèõ, ÷òî gφ ∈ I(W ), ò.å. gφ = 0 íà W , ò.å. g = 0 íà φ(W ).
Çíà÷èò, (φ∗)−1I(W ) � ýòî èäåàë çàìûêàíèÿ φ(W ) â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî. Ýòî çàìûêàíèå
íåïðèâîäèìî.

Çàìåòèì, ÷òî îáðàç ïîäìíîãîîáðàçèÿ (êàê è ñàìîãî ìíîãîîáðàçèÿ X) ìîæåò íå áûòü
çàìêíóò, ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ïåðåõîäèòü ê çàìûêàíèþ.

Òåïåðü âûÿñíèì, êàê íà ÿçûêå èäåàëîâ îïèñàòü ïðîîáðàç.
Íàïîìíèì, ÷òî îáðàç èäåàëà I ⊂ A ïðè ãîìîìîðôèçìå êîëåö p : A→ B � íå îáÿçàòåëü-

íî èäåàë. Îäíàêî âñåãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü èäåàë (p(I)) ⊂ B, ïîðîæä¼ííûé ìíîæåñòâîì
p(I). ×àñòî åãî è íàçûâàþò îáðàçîì èëè ðàñøèðåíèåì èäåàëà ïðè ãîìîìîðôèçìå.

Ïóñòü âî ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ y ∈ Y � òî÷êà è I(y) ⊂ k[Y ] � å¼ èäåàë. Òîãäà

x ∈ φ−1(y)⇔ φ(x) = y ⇔ ∀g ∈ I(y) g(φ(x)) = 0⇔
⇔ ∀g ∈ I(y) φ∗(g)(x) = 0⇔ x ∈ V (φ∗(I(y)))⇔ x ∈ V ((φ∗(I(y)))).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîîáðàç òî÷êè y � ýòî ïîäìíîæåñòâî, îïðåäåë¼ííîå èäåàëîì (φ∗(I(y)))
â k[X], ýòî àëãåáðàè÷åñêîå (ò.å. çàìêíóòîå) ïîäìíîæåñòâî â X.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ W ⊂ Y èìååì

x ∈ φ−1(W )⇔ x ∈ V ((φ∗(I(W )))).

Èäåàë (φ∗(I(W ))) ìîæåò ñîâïàäàòü ñî âñåì êîëüöîì, ãåîìåòðè÷åñêè ýòî ñîîòâåòñòâóåò
òîìó, ÷òî ïðîîáðàç ïîäìíîãîîáðàçèÿ ïóñò. Èäåàë (φ∗(I(W ))) íå îáÿçàòåëüíî ïðîñò è íå
îáÿçàòåëüíî ðàäèêàëåí. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî ìîæåò îçíà÷àòü, ÷òî ïðîîáðàç íåïðèâîäèìîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ïðèâîäèì, ëèáî ÷òî ÷åðåç φ∗(I(W )) âûðàæàþòñÿ íå âñå ïîëèíîìèàëüíûå
ñîîòíîøåíèÿ íà òî÷êè ïðîîáðàçà. Èäåàëû íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò φ−1(W ) � ýòî ìèíè-
ìàëüíûå ïðîñòûå èäåàëû â k[X], ñîäåðæàùèå (φ∗(I(W ))).

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå φ : A2 → A1, φ(x, y) = xy. Äâîéñòâåííîå îòîáðàæå-
íèå íà ôóíêöèÿõ òàêîå: φ∗ : k[t]→ k[x, y], φ∗(t) = xy. Îáðàç (t) â k[x, y] � ýòî xyk[xy],à èäåàë
(φ∗(t)) åñòü (xy). Îí íå ïðîñò, íî ðàäèêàëåí, ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïðîñòûõ
èäåàëîâ: (x) ∩ (y). Ïðîîáðàç òî÷êè 0 ïðè φ � ýòî ïàðà ïðÿìûõ.
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Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå φ : A1 → A1, φ(x) = x2. Äâîéñòâåííîå îòîáðàæåíèå
íà ôóíêöèÿõ òàêîå: φ∗ : k[x] → k[x], φ∗(x) = x2. Îáðàç (x) â k[x] � ýòî x2k[x2], à èäåàë
(φ∗(x)) åñòü (x2). Îí íå ïðîñò è íå ðàäèêàëåí, íî åãî ðàäèêàë (x) ïðîñò. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
ïðîîáðàçîì ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîå ìíîãîîáðàçèå (òî÷êà 0), íî âçÿòîå ñ êðàòíîñòüþ 2.

Çàìå÷àíèå 3. Ïðîîáðàç ìàêñèìàëüíîãî èäåàëà ïðè ãîìîìîðôèçìå êîëåö íå âñåãäà ìàê-
ñèìàëåí: ðàññìîòðèì âëîæåíèå Z→ Q. Ïðîîáðàç ìàêñèìàëüíîãî èäåàëà (0) ⊂ Q � èäåàë
(0) ⊂ Z, îí íå ìàêñèìàëåí.

Îäíàêî äëÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ àëãåáð íàä ïîëåì âñ¼ õîðîøî. À èìåííî, ïóñòü
p : A → B � ãîìîìîðôèçì êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ íàä ïîëåì k àëãåáð, à m ⊂ B � ìàêñè-
ìàëüíûé èäåàë. Òîãäà èäåàë p−1m ìàêñèìàëåí. Äîêàçàòåëüñòâî ìû îñòàâëÿåì â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ.

À âîò äëÿ ïðîñòûõ èäåàëîâ â êîëüöå, íàïðîòèâ, ïðîîáðàç ïðè ãîìîìîðôèçìå âñåãäà ïðîñò:

Ëåììà 4. Ïóñòü p : A→ B � ãîìîìîðôèçì êîëåö, à p ⊂ B � ïðîñòîé èäåàë. Òîãäà èäåàë

p−1p ïðîñò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì óäîáíûé êðèòåðèé: èäåàë I ⊂ R ïðîñò òèòòê êîëüöî I/R íå
èìååò äåëèòåëåé íóëÿ.

Èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîðôèçì A/p−1p → B/p � âëîæåíèå. Êîëüöî B/p íå èìååò
äåëèòåëåé íóëÿ, çíà÷èò èõ íåò è â A/p−1p. Ò.å. p−1p ⊂ A � ïðîñòîé èäåàë.

Ìû âèäåëè, ÷òî ëþáîé ãîìîìîðôèçì àëãåáð ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé îïðåäåëÿåò åäèí-
ñòâåííîå îòîáðàæåíèå ìíîãîîáðàçèé. À âåðíî ëè, ÷òî ëþáàÿ àëãåáðà îïðåäåëÿåò åäèí-
ñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå? Âåðíî, åñëè ðàññìàòðèâàòü äîñòàòî÷íî õîðîøèå àëãåáðû. Êàêèå
èìåííî?

Âî-ïåðâûõ, àëãåáðà ôóíêöèé îáÿçàíà áûòü àññîöèàòèâíîé, êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé
íàä íåêîòîðûì ïîëåì. Âî-âòîðûõ, ïî ïðåäëîæåíèþ 13 ïðîøëîé ëåêöèè, îíà äîëæíà áûòü
êîíå÷íî ïîðîæäåíà. Ýòîãî åù¼ íåäîñòàòî÷íî:

Ïðèìåð 5. Àëãåáðà k[t]/t2 íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ôóíêöèé íè íà êàêîì ìíîãîîáðàçèè.
Äåéñòâèòåëüíî, ýëåìåíò x̄ 6= 0, íî (x̄)2 = 0, à äëÿ ôóíêöèé òàêîãî íå áûâàåò.

Îïðåäåëåíèå 6. Íèëüïîòåíòîì â êîëüöå íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò a òàêîé, ÷òî aN = 0 ïðè
íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì N .

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî íèëüïîòåíòû â êîììóòàòèâíîì êîëüöå îáðàçóþò èäåàë. Ýòîò
èäåàë � ðàäèêàë íóëåâîãî èäåàëà.

Òðåòüå óñëîâèå � àëãåáðà ôóíêöèé íà ìíîãîîáðàçèè íå äîëæíà ñîäåðæàòü íèëüïîòåí-
òîâ � òîæå î÷åâèäíî. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòèõ òð¼õ óñëîâèé äîñòàòî÷íî.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü A � àññîöèàòèâíàÿ êîììóòàòèâíàÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ àëãåáðà

íàä k áåç íèëüïîòåíòîâ. Òîãäà A ∼= k[X] äëÿ íåêîòîðîãî àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ X íàä k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñþðúåêöèþ k[x1, . . . , xn]→ A, ïóñòü I � å¼ ÿäðî, à X ⊂ An

� ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèé èç èäåàëà I. Ïî òåîðåìå Ãèëüáåðòà î íóëÿõ I(X) = r(I) è
r(I) = I. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè an ∈ I, òî ā � íèëüïîòåíò â A/I, çíà÷èò ā = 0 ∈ A/I è
a ∈ I. Òîãäà A ∼= k[x1, . . . , xn]/I ∼= k[x1, . . . , xn]/I(X) ∼= k[X].
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Êàê è ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè íà ìíîãîîáðàçèè, ÷àñòè÷íî îïðåäåë¼ííûå ðåãóëÿðíûå ôóíê-
öèè íà ìíîãîîáðàçèè òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ¾âñå âìåñòå¿, êàê îäèí àëãåáðàè÷åñêèé
îáúåêò.

Ïðåäïîëîæèì äî êîíöà ëåêöèè, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå ìíîãîîáðàçèÿ íåïðèâîäèìû,
à ïîëå k, êàê è ïðåæäå, àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî.

Íàïîìíèì, àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå íåïðèâîäèìî, åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü
â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåòðèâèàëüíûõ çàìêíóòûõ ïî Çàðèññêîìó ïîäìíîæåñòâ. Ýêâè-
âàëåíòíûì îáðàçîì ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå íåïðèâîäèìî, åñëè ëþáûå äâà åãî
íåïóñòûå îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà ïåðåñåêàþòñÿ.

Ëåììà 8. Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå X íåïðèâîäèìî, U ⊂ X � íåïóñòîå îòêðûòîå ïîäìíî-

æåñòâî, à f1, f2 ∈ k[X] � ôóíêöèè, ñîâïàäàþùèå íà U . Òîãäà f1 = f2 íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà U è U ′ = {x | f1(x) − f2(x) 6= 0}.
Îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ, U íåïóñòî, çíà÷èò U ′ ïóñòî.

Îïðåäåëåíèå 9. Ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé íà (êâàçèïðîåêòèâíîì) íåïðèâîäèìîì ìíîãî-
îáðàçèè X íàçûâàåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïàð (U, f), ãäå U ⊂ X � íåïóñòîå îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî, à f ∈ k[U ] � ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, ïî ñëåäóþùåìó îòíîøåíèþ. Ïàðû (U, f)
è (U ′, f ′) ýêâèâàëåíòíû, åñëè íà íåêîòîðîì íåïóñòîì îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå U ′′ ⊂ U ∩U ′
ôóíêöèè f1 è f2 ñîâïàäàþò.

Çàìå÷àíèå 10. Â äàííîì îïðåäåëåíèè ìîæíî ñêàçàòü ¾íà ïåðåñå÷åíèè U ∩ U ′ ôóíêöèè
f1 è f2 ñîâïàäàþò¿. Äåéñòâèòåëüíî, U ∩ U ′ íåïðèâîäèìî, è åñëè äâå ðåãóëÿðíûå ôóíêöèè
ðàâíû íà îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå â U ∩ U ′, òî îíè ðàâíû è íà âñ¼ì U ∩ U ′ ïî ëåììå 8.

Ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé â ñìûñëå òåîðèè ìíîæåñòâ, íî ÿâëÿåòñÿ
÷àñòè÷íî îïðåäåë¼ííîé ôóíêöèåé.

Îïðåäåëåíèå 11. Ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ (U, f) íà X îïðåäåëåíà â òî÷êå x ∈ X, åñëè
íàéä¼òñÿ ïàðà (U ′, f ′), ýêâèâàëåíòíàÿ (U, f), ÷òî x ∈ U ′. ×èñëî f ′(x) ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ
çíà÷åíèåì ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè â òî÷êå x. Ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ îïðåäåëåíà
ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, íàçûâàåòñÿ å¼ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ. Òî÷êè, â êîòîðûõ ðàöèî-
íàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà, íàçûâàåòñÿ å¼ ïîëþñàìè.

Çàìå÷àíèå 12. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çíà÷åíèå ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè â òî÷êå, ãäå ôóíêöèÿ
îïðåäåëåíà, íå çàâèñèò îò âûáîðà ïàðû, ýòî ïðÿìî ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ 10. Êðîìå òî-
ãî, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè � îòêðûòîå ìíîæåñòâî êàê îáúåäèíåíèå
îòêðûòûõ. Ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâî ïîëþñîâ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè çàìêíóòî.

Ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè íà íåïðèâîäèìîì ìíîãîîáðàçèè ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü.

Îïðåäåëåíèå 13. Ñóììîé ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé (U1, f1) è (U2, f2) íàçûâàåòñÿ ðàöèî-
íàëüíàÿ ôóíêöèÿ (U1 ∩ U2, f1 + f2), àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ñóììà íå çàâèñèò îò âûáîðà
ïàðû. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ïðèâîäèìûõ ìíîãîîáðàçèé ñóììà ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü.
Ïîýòîìó ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè ðàññìàòðèâàþò òîëüêî äëÿ íåïðèâîäèìûõ ìíîãîîáðàçèé.

Ïðèìåð 14. Ïóñòü X ⊂ A2 � ïàðà ïðÿìûõ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì xy = 0. Òîãäà 1/x è
1/y � ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè íà X, ñóììà êîòîðûõ íèãäå íå îïðåäåëåíà.
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Êðîìå òîãî, ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè ìîæíî äåëèòü äðóã íà äðóãà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
f 6≡ 0, òî îáðàòíîé ê ôóíêöèè (U, f) áóäåò (U ∩ {f 6= 0}, 1/f).

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íà íåïðèâîäèìîì ìíîãîîáðàçèè X
íàä k îáðàçóåò ïîëå, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ k(X). Ýòî � âàæíûé èíâàðèàíò ìíîãîîáðàçèé,
õîòÿ è áîëåå ãðóáûé, ÷åì àëãåáðà ôóíêöèé äëÿ àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé.

Ïðåäëîæåíèå 15. Ïóñòü Y ⊂ X � íåïóñòîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â íåïðèâîäèìîì

ìíîãîîáðàçèè. Òîãäà k(Y ) ∼= k(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòàíîâèì áèåêöèþ. Ïàðà (U, f), çàäàþùàÿ ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ
íà Y , çàäà¼ò ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ è íà X. Îáðàòíî, ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè (U, f)
íà X (ãäå U ⊂ X) ñîîòâåòñòâóåò ïàðà (U ∩ Y, f |U∩Y ), çàäàþùàÿ ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ
íà Y .

Ïîýòîìó ïî ñóòè äîñòàòî÷íî èçó÷àòü ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé äëÿ àôôèííûõ ìíî-
ãîîáðàçèé � â ëþáîì êâàçèïðîåêòèâíîì ìíîãîîáðàçèè åñòü àôôèííîå îòêðûòîå ïîäìíî-
æåñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 16. Ïóñòü X ⊂ An � êâàçèàôôèííîå íåïðèâîäèìîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà

k(X) � ïîëå ÷àñòíûõ êîëüöà k[X].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáàÿ ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ íà ïîäìíîæåñòâå U ⊂ X ïî îïðåäåëåíèþ
ëîêàëüíî åñòü îòíîøåíèå ìíîãî÷ëåíîâ, à êàæäûé ìíîãî÷ëåí çàäà¼ò ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ
íà X, ïîëó÷àåì ýëåìåíò ïîëÿ ÷àñòíûõ k[X]. Íàîáîðîò, ëþáàÿ äðîáü f/g, ãäå f, g ∈ k[X] è
g 6≡ 0 íà X, çàäà¼ò ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ ({x ∈ X | g(x) 6= 0}, f/g).

Ïîýòîìó ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè è íàçûâàþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè, ò.å. äðîáíûìè.

Ñëåäñòâèå 17. k(An) ∼= k(Pn) ∼= k((P1)n) ∼= k(x1, . . . , xn).

Äîêàçàòåëüñòâî. k(An) � ïîëå ÷àñòíûõ êîëüöà k[An] ∼= k[x1, . . . , xn], ò.å. ïîëå ðàöèîíàëü-
íûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü òåïåðü x ∈ X � òî÷êà íà ìíîãîîáðàçèè. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé,
îïðåäåë¼ííûõ â x, îáîçíà÷àåòñÿ OX,x. Îíî ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì è ñîäåðæèò k. Ýòî êîëüöî
íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì êîëüöîì ìíîãîîáðàçèÿ â òî÷êå x. Òàêèì îáðàçîì, èìååì âêëþ÷å-
íèÿ:

k ⊂ k[X] ⊂ OX,x ⊂ k(X).

Êîëüöî OX,x íå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íè íà êàêîì àôôèííîì ìíîãîîá-
ðàçèè, ïîòîìó ÷òî îíî (êðîìå òðèâèàëüíûõ ñëó÷àåâ) íå êîíå÷íî ïîðîæäåíî. Îäíàêî åñëè
áû òàêîå ìíîãîîáðàçèå ñóùåñòâîâàëî, îíî áûëî áû ïåðåñå÷åíèåì âñåõ îêðåñòíîñòåé òî÷êè
x â X, è òàêèì åãî ïîëåçíî ñåáå ïðåäñòàâëÿòü. Îäíàêî ýòî êîëüöî í¼òåðîâî. Îíî îòâå÷àåò
çà ãåîìåòðèþ ìíîãîîáðàçèÿ X âîêðóã òî÷êè x, ÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ â ñëåäóþùèõ ôàêòàõ:

Ïðåäëîæåíèå 18. 1. Ïóñòü x ∈ X è U ⊂ X � îêðåñòíîñòü òî÷êè x. Òîãäà èìååì

OX,x
∼= OU,x.

2. Ëîêàëüíûå êîëüöà OX,x è OY,y èçîìîðôíû ⇐⇒ ó òî÷åê x ∈ X è y ∈ Y åñòü

èçîìîðôíûå îêðåñòíîñòè.

3. Ïðîñòûå èäåàëû êîëüöà OX,x âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò íåïðèâîäèìûì

ïîäìíîãîîáðàçèÿì â X, ñîäåðæàùèì x.
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Ôóíêöèè èç OX,x, îáðàùàþùèåñÿ â x â íîëü, îáðàçóþò èäåàë mx â OX,x. Îí ìàêñèìàëåí,
òàê êàê OX,x/mx

∼= k. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òî÷êè y, îòëè÷íîé îò x, òàêîãî èäåàëà ðàññìîòðåòü
íåëüçÿ, ïîòîìó ÷òî íå âñå ðåãóëÿðíûå â x ôóíêöèè ìîæíî âû÷èñëèòü â òî÷êå y. Áîëåå òîãî,
èäåàë mx ⊂ OX,x � åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë, îí ñîäåðæèò â ñåáå âñå ïðî÷èå
èäåàëû. Ñåé÷àñ ìû â ýòîì óáåäèìñÿ.

Îïðåäåëåíèå 19. Êîëüöî, â êîòîðîì ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë,
íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì.

Íåñëîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 20. Ïóñòü m ⊂ A � ìàêñèìàëüíûé èäåàë â êîëüöå. Òîãäà A ëîêàëüíî

⇐⇒ âñå ýëåìåíòû èç A \m îáðàòèìû.

Êàê ëåãêî âèäåòü, åñëè f � ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ íà îêðåñòíîñòè òî÷êè x è f(x) 6= 0,
òî â íåêîòîðîé (âîçìîæíî, ìåíüøåé) îêðåñòíîñòè x ðåãóëÿðíà ôóíêöèÿ 1/f . Çíà÷èò, âñå
ýëåìåíòû èç OX,x \mx îáðàòèìû, è êîëüöî OX,x ëîêàëüíî.

Ïðåäëîæåíèå 21. Ïóñòü x ∈ X � òî÷êà àôôèííîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Òîãäà ëîêàëüíîå

êîëüöî OX,x � ýòî ìíîæåñòâî äðîáåé âèäà f/g, f, g ∈ k[X], g(x) 6= 0, ñ òî÷íîñòüþ äî

åñòåñòâåííîé ýêâèâàëåíòíîñòè äðîáåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé è ïðåäëîæåíèÿ 16.

Òàêèì îáðàçîì, ëîêàëüíûå êîëüöà òî÷åê íà ìíîãîîáðàçèè äîâîëüíî ãðîìîçäêè. Òåì íå
ìåíåå, îíè âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõ óñòðîåíû ïðîùå, ÷åì êîëüöà ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé íà
àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, è â äàëüíåéøåì áóäóò àêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ.
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