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Êóáèêè

Ïîëå k â ýòîì ëèñòêå � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå õàðàêòåðèñòèêè, íå ðàâíîé 2 è 3.
Êóáèêîé íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ ñòåïåíè 3 â P2.
Çàäà÷à 1. a)Äîêàæèòå, ÷òî êóáèêà, ñîäåðæàùàÿ äâå îñîáûå òî÷êè, ïðèâîäèìà.

b)Äîêàæèòå, ÷òî íåïðèâîäèìàÿ êóáèêà ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé ëèáî äîïóñêàåò ðàöèîíàëüíóþ
ïàðàìåòðèçàöèþ.
Ïóñòü C ⊂ A2 � ïëîñêàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì f = 0. Òî÷êà P ∈ C íàçûâàåòñÿ
òî÷êîé ïåðåãèáà, åñëè îãðàíè÷åíèå f íà íåêîòîðóþ ïðÿìóþ â A2, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç P
èìååò â P íîëü ïîðÿäêà íå ìåíåå 3.
Òî÷êà P ∈ C ⊂ P2 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà â
àôôèííîé êàðòå.
Çàäà÷à 2. a)Ïóñòü C � ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x). Òîãäà (x0, f(x0)) ∈ C � òî÷êà ïåðå-
ãèáà òèòòê f ′′(x0) = 0. b)Ïîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëåíèå ïåðåãèáà äëÿ ïðîåêòèâíîé êðèâîé
íå çàâèñèò îò âûáîðà àôôèííîé êàðòû. c)Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ îñîáàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ïåðåãèáà.

Ìàòðèöåé Ãåññå ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà å¼ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Hij(f) =

(
∂2f

∂xi∂xj

)
.

Ãåññèàíîì ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü å¼ ìàòðèöû Ãåññå: H(f) = detH(f).
Çàäà÷à 3. a)Êàê èçìåíÿþòñÿ ìàòðèöà Ãåññå è ãåññèàí ïðè ëèíåéíîé îäíîðîäíîé çàìåíå
êîîðäèíàò x̄ = Ax̄′?

b)Ïîêàæèòå, ÷òî òî÷êà P ∈ C ⊂ P2 êðèâîé {f = 0} � òî÷êà ïåðåãèáà ⇐⇒ H(f)(P ) = 0.

c) Ñêîëüêî òî÷åê ïåðåãèáà èìååò ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè d?
Ïîäñêàçêà ê b: âûáåðåòå êîîðäèíàòû óäîáíûì îáðàçîì.

Çàäà÷à 4. a)Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå ëþáîé íåïðèâîäèìîé êóáèêè ìîæíî ïðèâåñòè ïðî-
åêòèâíîé çàìåíîé êîîðäèíàò ê ôîðìå Âåéåðøòðàññà : y2 = x3 + px + q.
Ïîäñêàçêà: âûáåðèòå òî÷êó ïåðåãèáà çà (0 : 1 : 0), à êàñàòåëüíóþ â íåé � çà áåñêîíå÷íî óäàë¼ííóþ ïðÿìóþ.

b)Äîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ â ôîðìå Âåéåðøòðàññà íåîñîáà ⇐⇒ ∆ = 4p3 + 27q2 6= 0.

c∗)Äîêàæèòå, ÷òî âåëè÷èíà j = 2833p3

4p3+27q2
ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ â k è ÷òî äâå íåîñîáûå

êóáèêè ñ ðàâíûìè çíà÷åíèÿìè j ïðîåêòèâíî èçîìîðôíû.
Íà ñàìîì äåëå, j-èíâàðèàíò íå çàâèñèò îò âûáîðà ôîðìû Âåéåðøòðàññà, ò.å. äåéñòâèòåëüíî
ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì êðèâîé.
Çàäà÷à 5. Ïîêàæèòå, ÷òî íåïðèâîäèìàÿ îñîáàÿ êóáèêà ïðèâîäèòñÿ ïðîåêòèâíîé çàìåíîé
êîîðäèíàò ê âèäó y2 = x3 èëè y2 = x3 + x2.
Çàäà÷à 6. Ïóñòü C � êóáèêà Ôåðìà, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì x3

0 + x3
1 + x3

2 = 0.

a◦)Ïðèâåäèòå å¼ ê íîðìàëüíîé ôîðìå Âåéåðøòðàññà. Âû÷èñëèòå j-èíâàðèàíò.

b◦)Íàéäèòå òî÷êè ïåðåãèáà C.

c)Îïèøèòå ãðóïïó ïðîåêòèâíûõ àâòîìîðôèçìîâ C.
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Ïóñòü Sd � ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ îò x0, x1, x2 ñòåïåíè d. Äëÿ òî÷åê
P1, . . . , Pn ∈ P2 ÷åðåç Sd(P1, . . . , Pn) îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî â Sd, ñîñòîÿùåå èç ìíîãî-
÷ëåíîâ, ðàâíûõ íóëþ âî âñåõ òî÷êàõ Pi.
Çàäà÷à 7. a)Ïóñòü íèêàêèå 4 òî÷êè èç P1, P2, . . . , P5 íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Òîãäà
dimS2(P1, . . . , Pi) = 6− i ïðè i 6 5.

b◦)Ïîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç ëþáûå 5 òî÷åê íà P2, íèêàêèå 4 èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé, ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ êîíèêà.

c)Ïóñòü íèêàêèå 4 òî÷êè èç P1, P2, . . . , P8 íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è íèêàêèå 7 íå ëåæàò
íà îäíîé êîíèêå. Òîãäà dimS3(P1, . . . , Pi) = 10− i ïðè i 6 8.

d)Ïóñòü äâå êóáèêè ïåðåñåêàþòñÿ â 9 ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Òîãäà ëþáàÿ êóáèêà, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç 8 èç íèõ, ïðîõîäèò è ÷åðåç äåâÿòóþ.
Çàäà÷à 8 (òåîðåìà Ïàñêàëÿ). Ïóñòü øåñòèóãîëüíèê ABCDEF âïèñàí â îêðóæíîñòü,
P = AB∩DE, Q = BC ∩EF , R = CD∩FA. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè P,Q,R ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé. Ïîäñêàçêà: AB ∪ CD ∪ EF � êóáèêà.

Îïðåäåëèì íà íåîñîáîé êóáè÷åñêîé êðèâîé C ñòðóêòóðó àáåëåâîé ãðóïïû. Âîçüì¼ì çà
íîëü ëþáóþ èç òî÷åê ïåðåãèáà O. Ìû õîòèì, ÷òîáû ñóììà òð¼õ òî÷åê êðèâîé, ëåæàùèõ
íà îäíîé ïðÿìîé (ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòåé) áûëà ðàâíà íóëþ. Îïðåäåëèì −P êàê òðåòüþ
òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé PO ñ C. Îïðåäåëèì −(P + Q) êàê òðåòüþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìîé PQ ñ C, îïðåäåëèì P + Q êàê −(−(P + Q)). Êàê ïðîâåðèòü àññîöèàòèâíîñòü?
Ïóñòü P,Q,R ∈ C. Ðàññìîòðèì 8 òî÷åê O,P,Q,R, S = P + Q,−S, T = Q + R,−T íà C è
äâå êóáèêè: PQ ∪OT ∪RS è QR ∪OS ∪ PT
Çàäà÷à 9. Ïîêàæèòå, ÷òî PT ∩RS ∈ C è òåì ñàìûì ââåä¼ííàÿ îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà.
Çàäà÷à 10. a)Îïèøèòå ãåîìåòðè÷åñêè òî÷êè ïîðÿäêà 2 íà íåîñîáîé êóáèêå. Ñêîëüêî èõ?

b)Îïèøèòå ãåîìåòðè÷åñêè òî÷êè ïîðÿäêà 3 íà íåîñîáîé êóáèêå. Ñêîëüêî èõ?

c)Îïèøèòå ãåîìåòðè÷åñêè òî÷êè ïîðÿäêà 4 íà íåîñîáîé êóáèêå. Ñêîëüêî èõ?
Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ íåîñîáóþ êóáèêó ïî äâóì òî÷êàì ïå-
ðåãèáà, ïðîõîäèò è ÷åðåç òðåòüþ òî÷êó ïåðåãèáà.
Çàäà÷à 12. a)Ïîêàæèòå, ÷òî íåîñîáàÿ êóáèêà íåèçîìîðôíà P1.

b∗)Ïîêàæèòå, ÷òî íåîñîáàÿ êóáèêà íåðàöèîíàëüíà.


