
Çàäà÷è ïî ãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè � 1.

Çà÷åò ïî äàííîìó ëèñòêó ñòàâèòñÿ â ñëó÷àå ñäà÷è 80% ïóíêòîâ çàäà÷ áåç çâåçäî÷êè. Ïóíêò ñî çâåçäî÷êîé
çàìåíÿåò 2 ïóíêòà áåç çâåçäî÷êè. Äåäëàéí 24 ñåíòÿáðÿ.

Ãðóïïîé Ëè íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå G , íàäåëåííîå ñòðóêòóðîé ãðóïïû òàê, ÷òî îòîáðàæåíèÿ
óìíîæåíèÿ G×G −→ G, (g, h) 7→ gh è âçÿòèÿ îáðàòíîãî G −→ G, g 7→ g−1 ãëàäêèå.

1. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè Ëè, óêàçàâ ÿâíî êàêîé-íèáóäü ãëàäêèé àòëàñ: à) Rn

ïî ñëîæåíèþ; á) S1 ; â) S1 × S1 ; ã) âîîáùå, ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï Ëè; ä) GLn(R) . Óêàçàíèå: GLn(R)
åñòü îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö, íà êîòîðîì îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ áèëèíåéíà
(à ñëåäîâàòåëüíî, ãëàäêà). å) ãðóïïà îáðàòèìûõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö; æ) ãðóïïà âåðõíåòðåóãîëüíûõ
ìàòðèö ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè; ç) ãðóïïà äâèæåíèé åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè R2 ; è∗ ) ãðóïïà äâèæåíèé
ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî L2 ; ê∗ ) ãðóïïà äâèæåíèé ñôåðû Ðèìàíà S2 .

2. à) Ïóñòü G � ãðóïïà Ëè, g ∈ G � ïðîèçâîëüíûé åå ýëåìåíò. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ëåâîãî ñäâèãà
Lg : G −→ G, h 7→ gh , ïðàâîãî ñäâèãà Rg : G −→ G, h 7→ hg è ñîïðÿæåíèÿ Cg : G −→ G, h 7→ ghg−1

ÿâëÿþòñÿ äèôôåîìîðôèçìàìè. á) Âûïèøèòå ýòè äèôôåîìîðôèçìû ÿâíî â ãëîáàëüíîé êîîðäèíàòå íà ãðóïïå
Ëè GLn(R) .

3. à)Ïóñòü G � ãðóïïà Ëè. Äîêàæèòå, ÷òî ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà åäèíèöû G◦ ÿâëÿåòñÿ â íåé íîðìàëüíîé ïîäãðóï-
ïîé. á)Äîêàæèòå, ÷òî ôàêòîðãðóïïà G/G◦ äèñêðåòíà. â)Íàéäèòå G/G◦ äëÿ G = GLn(R) . ã)Íàéäèòå G/G◦ äëÿ
ãðóïïû äâèæåíèé åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè.

4.Äîêàæèòå, ÷òî ñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè ïîðîæäàåòñÿ ëþáûì ñâîèì îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì.Óêàçàíèå: ïîãðóïïà,
ïîðîæäåííàÿ äàííûì îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì, ñàìà îòêðûòà. Ñëåäîâàòåëüíî, îòêðûò è ëþáîé ñìåæíûé êëàññ
ïî ýòîé ïîäãðóïïå. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà æå ïîäãðóïïà çàìêíóòà.

Ïîäãðóïïà H ⊂ G íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé Ëè â ãðóïïå Ëè G , åñëè H ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì
â G .

5. Îïèøèòå âñå ïîäãðóïïû Ëè â ãðóïïå Ëè à) R ; á) R2 ; â) S1 ; ã) S1 × R ; ä) S1 × S1 .

Äåéñòâèåì ãðóïïû Ëè G íà ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàåòñÿ òàêîå äåéñòâèå ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå M , ÷òî
îòîáðàæåíèå G×M −→ M , ïåðåâîäÿùåå (g,m) ∈ G×M â gm , ãëàäêî.

6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà g ∈ G îòîáðàæåíèå m 7→ gm ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì ìíîãîîá-
ðàçèÿ M .

7. Äëÿ ñëåäóþùèõ äåéñòâèé ãðóïï Ëè íà ìíîãîîáðàçèÿõ äîêàæèòå, ÷òî ýòè äåéñòâèÿ ãëàäêè, è îïèøèòå
ÿâíî îðáèòû è ñòàáèëèçàòîðû òî÷åê: à) òàâòîëîãè÷åñêîå äåéñòâèå ãðóïïû GLn(R) íà ïðîñòðàíñòâå Rn ; á)
òàâòîëîãè÷åñêîå äåéñòâèå ãðóïïû SOn íà ïðîñòðàíñòâå Rn ; â) äåéñòâèå ãðóïïû GLn(R) íà ïðîñòðàíñòâå n×
n-ìàòðèö Matn(R) ñëåâà; ã) äåéñòâèå ãðóïïû GLn(R)×GLn(R) íà ïðîñòðàíñòâå n×n-ìàòðèö Matn(R) ñëåâà
è ñïðàâà; ä) äåéñòâèå ãðóïïû GLn(R) íà ïðîñòðàíñòâå n× n-ìàòðèö Matn(R) ñîïðÿæåíèÿìè; å∗ ) äåéñòâèå
ãðóïïû GLn(R) íà ïðîñòðàíñòâå ñèììåòðè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ ôîðì íà ïðîñòðàíñòâå Rn çàìåíàìè áàçèñà;
æ∗ ) äåéñòâèå ãðóïïû GLn(R) íà ïðîñòðàíñòâå êîñîñèììåòðè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ ôîðì íà ïðîñòðàíñòâå Rn

çàìåíàìè áàçèñà.

8. à) Çàäàéòå îðòîãîíàëüíóþ ãðóïïó On(R) êàê ìíîæåñòâî íóëåé ñèñòåìû êâàäðàòè÷íûõ óðàâíåíèé íà ïðî-
ñòðàíñòâå n×n-ìàòðèö. á) Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé î íåÿâíîì îòîáðàæåíèè, äîêàæèòå, ÷òî â îêðåñòíîñòè åäèíèöû
On(R) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì â Matn(R) . â)Íàéäèòå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â åäèíèöå ê ýòîìó
ìíîãîîáðàçèþ êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â Matn(R) . ã) ïîëüçóÿñü äèôôåîìîðôèçìàìè ëåâîãî ñäâèãà, äîêàæèòå,
÷òî On(R) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì (â êàæäîé ñâîåé òî÷êå). ä)Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà On(R) êîìïàêòíà.
å) Îïèøèòå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ýòîé ãðóïïû.

9∗ . à) Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè Ëè: SLn(R) , SOn(R) , Un , SUn , Sp2n(R) . á)
Íàéäèòå ðàçìåðíîñòè ýòèõ ãðóïï Ëè. Óêàçàíèå ê ïóíêòàì à-á: àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé çàäà÷å, íàéäèòå
êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà ê ýòèì ãðóïïàì â åäèíèöå. â) Êàêèå èç ýòèõ ãðóïï Ëè ñâÿçíû? ã) Êàêèå èç íèõ
êîìïàêòíû?

10. Ïðèâåäèòå ïðèìåð à) 2-ìåðíîé íåàáåëåâîé ãðóïïû Ëè, á) íåàáåëåâîé ãðóïïû Ëè, äèôôåîìîðôíîé R3 ,
â) íåàáåëåâîé ãðóïïû Ëè, äèôôåîìîðôíîé S1 ×R2 , ã∗ ) ãðóïïû Ëè, äèôôåîìîðôíîé òðåõìåðíîé ñôåðå S3 .

11∗ . à) Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà SO3(R) ïðîñòà. á) Íàéäèòå âñå ïîäãðóïïû Ëè â ãðóïïå SO3(R) . â) Íàéäèòå âñå
íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû Ëè â ãðóïïå äâèæåíèé ïëîñêîñòè. ã) Íàéäèòå âñå ïîäãðóïïû Ëè â ãðóïïå äâèæåíèé
ïëîñêîñòè.


