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Задача 1: Используя OPE (Operator Product Expansion) из Задачи 5 Листка 3, выведите комму-
таторы

{bµn, bνm} = ηµνδn+m,0 ,

[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m +
c

12
(n3 − n)δn+m,0 ,

[Ln, Gm] =
(n− 2m)

2
Gn+m , (0.1)

{Gn, Gm} = 2Ln+m +
c

12
(4n2 − 1)δn+m,0 ,

где генераторы определены как

bµnA(z)
def
=

1

2πi

∮
z

(u− z)n−
1
2ψµ(u)A(z) ,

LnA(z)
def
=

1

2πi

∮
z

(u− z)n+1T (u)A(z) , (0.2)

GnA(z)
def
=

1

2πi

∮
z

(u− z)n+ 1
2G(u)A(z)

Задача 2: Используя (0.1) покажите, что в Рамоновском секторе из унитарности следует, что
для размерности ∆ примарного поля Φ∆ должно выполняться неравенство ∆ > c

24
. Состояние с

∆ = c
24

называется R-вакуумом.

Задача 3: Вакуум в NS секторе задается уравнениями

aµn|0, k〉 = 0, bµr |0, k〉 = 0, aµ0 |0, k〉 = kµ|0, k〉 , где n > 0, r >
1

2
. (0.3)

Общий вид состояния можно записать как

aµ1−n1
aµ2−n2

. . . bν1−r1b
ν2
−r2 . . . |0, k〉 . (0.4)

Эти вектора образуют векторное пространство NS алгебры. Назовем уровнем

N =
∑

ni +
∑

ri (0.5)

и пусть P (N) число состояний на уровне N . Покажите, что

χNS(q)
def
=

∞∑
N=0

P (N)qN =

∏∞
r=1/2(1 + qr)d∏∞
n=1(1− qn)d

. (0.6)

Задача 4: Покажите, что L0 = N + 1
2
(kµ)2 .

Задача 5: Покажите, что генераторы группы Лоренца Ĵµν =
∫
Jµν0 dξ1 (см. Упр 1 из Листка 3)

действуют на основные состояния R-вакуума |0, k, ~s〉 как

Ĵµν |0, k, ~s〉 =
1

8
[Γµ,Γν ]~s

′

~s |0, k, ~s′〉 . (0.7)

1



Задача 5: Пусть размерность пространства-времени d есть четное число. Введем d/2 скалярных
бозонных полей Hk(z), где k = 0, 1, . . . d

2
− 1, OPE которых имеет вид

Hk(u)Hk′(z) = −δkk′ log(u− z) . (0.8)

Покажите, что экспоненты от этих полей ψ±k (z)
def
= e±iHk(z) удовлетворяют

ψ+
k (u)ψ−k′(z) =

δkk′

u− z
+ н.с. ,

ψ±k (u)ψ±k′(z) =

{
O(u− z), k = k′

O(1), k 6= k′
(0.9)

А также покажите, что NSR фермионные поля ψµ связанны с фермионными полями ψ±k соотно-
шениями

ψ±0 =
1√
2

(±ψ0 + ψ1), ψ±a =
1√
2

(ψ2a ± iψ2a+1), a = 1, . . . ,
d

2
− 1 . (0.10)

Задача 6: Покажите, что вертекс

V (z, k, ~s)
def
= S~s(z)eikµX

µ(z) , (0.11)

где S~s(z)
def
= exp

(
i
∑d/2

k=0 skHk

)
и ~s = (s0, . . . , sd/2), а sk = ±1/2, удовлетворяет соотнощениям

aµnV (z, k, ~s) = bµnV (z, k, ~s) = 0, aµ0V (z, k, ~s) = kµV (z, k, ~s), n > 0,

bµ0V (z, k, ~s) = (Γµ)~s
′

~s V (z, k, ~s′) , (0.12)

то есть является Рамоновским вакуумным состоянием. Поле S~s(z) называется “Спиновым полем”.

Задача 7: Покажите, что в R-секторе производящая функция для числа состояний (характер)
дается формулой

χR(q)
def
=

∞∑
N=0

PR
d (N)qN = 2

d
2

∏∞
n=0(1 + qn)d∏∞
n=0(1− qn)d

. (0.13)

Задача 8: Покажите, что генераторы Ln и Gn выражаются через генераторы an и bn как

Ln =
1

2

∑
m∈Z

: aµma
µ
n−m : +

1

2

∑
m∈Z+ν

: bµmb
µ
n−m : +aδn,0 ,

Gn =
∑
m∈Z

aµmb
µ
n−m , (0.14)

где ν = 0 в R-секторе и ν = 1/2 в NS секторе, а

a =

{
0, в NS-секторе
d
16
, в R-секторе .

(0.15)
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