
ÍÌÓ, Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç (1-é ñåìåñòð). Ëèñòîê 1. 9 ñåíòÿáðÿ 2016 ã.

Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà

1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ∈ R îãðàíè÷åíû ìíîæåñòâà (à) {an|n ∈ N}, (á) {an/n! |n ∈ N}?
Àêñèîìà ïîëíîòû. Åñëè L è R � íåïóñòûå ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë òàêèå, ÷òî

äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ l ∈ L è r ∈ R âûïîëíåíî l 6 r, òî ñóùåñòâóåò òàêîå äåéñòâèòåëüíîå

÷èñëî c, ÷òî l 6 c 6 r äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ l ∈ L, r ∈ R.
2. Äîêàæèòå ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ: åñëè äàíà áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ

îòðåçêîâ

[a0, b0] ⊃ [a1, b1] ⊃ . . . ⊃ [an, bn] ⊃ . . . ,

òî íàéäåòñÿ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, ïðèíàäëåæàùåå âñåì ýòèì îòðåçêàì.

3. Âåðåí ëè àíàëîãè÷íûé ¾ïðèíöèï âëîæåííûõ èíòåðâàëîâ¿?

4. Äàéòå îïðåäåëåíèå
√
2, äîêàæèòå åãî ñóùåñòâîâàíèå è èððàöèîíàëüíîñòü.

5. (à) Äàíî ìíîæåñòâî îòðåçêîâ íà ïðÿìîé, ïðè÷åì ëþáûå äâà èç íèõ èìåþò îáùóþ òî÷êó.

Âåðíî ëè, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì îòðåçêàì?

(á) Âåðíî ëè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà ïëîñêîñòè, ñòîðîíû êîòîðûõ

ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò? (Ïðÿìîóãîëüíèêè ðàññìàòðèâàþòñÿ âìåñòå ñ âíóòðåííîñòüþ.)

(â) Âåðíî ëè ýòî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà ïëîñêîñòè?

6. Íà îòðåçêå [0, 1] ⊂ R èçîáðàçèòå ìíîæåñòâî ÷èñåë x ∈ [0, 1], òðîè÷íàÿ çàïèñü êîòîðûõ

x = 0, α1α2α3 . . ., ãäå αi ∈ {0, 1, 2}, îáëàäàåò ñâîéñòâîì:
(à) α1 6= 1;
(á) (α1 6= 0) ∧ (α2 6= 1);
(â) ∀i ∈ N (αi 6= 1) (êàíòîðîâî ìíîæåñòâî).

7. Ïîêàæèòå, ÷òî êàíòîðîâî ìíîæåñòâî èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

8. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè R è R′ � äâå ìîäåëè ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, à f : R→ R′

� òàêîå îòîáðàæåíèå, ÷òî f(x+ y) = f(x) + f(y) è f(x · y) = f(x) · f(y) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R, òî
(a) f(0) = 0′;
(á) f(1) = 1′, åñëè f(x) 6≡ 0′;
(â) f(m) = m′, ãäå m ∈ Z è m′ ∈ Z′, ïðè÷åì îòîáðàæåíèå f : Z → Z′ áèåêòèâíî è ñîõðàíÿåò

ïîðÿäîê;

(ã) f(mn ) = m′

n′ , ãäå m,n ∈ Z, m′, n′ ∈ Z′, n′ 6= 0′, f(m) = m′, f(n) = n′. Òàêèì îáðàçîì,

f : Q→ Q′ � ñîõðàíÿþùàÿ ïîðÿäîê áèåêöèÿ.

9. Îïèðàÿñü íà ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó è àêñèîìó ïîëíîòû, ïîêàæèòå, ÷òî àêñèîìàòèêà ìíîæåñòâà

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò åãî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Äðóãèìè ñëîâàìè,

åñëè R è R′ � äâà ìíîæåñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìàòèêå, òî ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå

ñîîòâåòñòâèå f : R → R′, ñîõðàíÿþùåå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè è ïîðÿäîê: f(x + y) = f(x) +
f(y), f(x · y) = f(x) · f(y) è (x 6 y)⇔ (f(x) 6 f(y)).

Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. Îòêðûòûì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, êîòîðîå âìåñòå

ñ ëþáîé òî÷êîé ñîäåðæèò íåêîòîðóþ åå îêðåñòíîñòü. Çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.

10. (à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî X çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî äîïîëíåíèå

R \X îòêðûòî.

(á) Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå ëþáîãî è ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ �

îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

(â) Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîã ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

(ã) Âñåãäà ëè ïåðåñå÷åíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî?

11. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî X ⊆ R êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî çàìêíóòî è

îãðàíè÷åíî.


