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Ôîðìóëà Òåéëîðà è èññëåäîâàíèå ôóíêöèè

1×. Ðàçëîæèòå â x0 = 0 ñëåäóþùèå ôóíêöèè ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì
O(xn) (à) ex è ax; (á) chx = 1

2
(ex + e−x) è shx = 1

2
(ex − e−x); (â) cosx è sinx; (ã) (1 + x)α.

2×. Íàïèøèòå ïåðâûå n ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà ïðè x0 = 0 äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé
(à) ln(1 + x); (á) arctg x; (â) arcsinx; (ã) 1

1−2x+2x2
.

3. Âûïèøèòå ïåðâûå òðè ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà ïðè x0 = 0 äëÿ ñëåäóþùèõ
ôóíêöèé (à) 1

cosx
; (á) esinx; (â)

√
cosx.

4. Êàê âûðàæàþòñÿ ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà ôóíêöèé f+g, fg; f−1; f ◦g ÷åðåç ðàçëîæåíèÿ
Òåéëîðà ôóíêöèé f è g?

5. Íàéäèòå 2016-þ ïðîèçâîäíóþ f (2016)(0) ôóíêöèè

f(x) = sin(x812 + x602).

6. Âû÷èñëèòå ïðåäåëû: (à) limx→0

(
1
x
− 1

sinx

)
; (á) limx→0

1−(cosx)sin x

x3
; (â) limx→0

sin(shx)−sh(sinx)
x7

.
7. Íàéäèòå ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ak â ðàçëîæåíèè

tg x =
n∑
k=0

ak
k!
xk + o(xn), x→ 0.

(Óêàçàíèå: (tg x)′ = tg2 x+ 1. )
8. Äîêàæèòå ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ. Ïóñòü f : (a, b)→ R è g : (a, b)→ R äèôôåðåíöèðóåìû

íà (a, b) è g′(x) 6= 0, x ∈ (a, b) è f ′(x)
g′(x)
→ A, x→ a+ 0. Òîãäà, åñëè f(x)→ 0 è g(x)→ 0 ïðè

x→ a+ 0, òî
f(x)

g(x)
→ A, x→ a+ 0.

Ôóíêöèÿ f : (a, b) → R íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé âíèç (ââåðõ), åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ
òî÷åê x1, x2 ∈ (a, b) è ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ α1, α2 òàêèõ, ÷òî α1 + α2 = 1, âûïîëíåíî
ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

f(α1x1 + α2x2) 6 α1f(x1) + α2f(x2) (f(α1x1 + α2x2) > α1f(x1) + α2f(x2)) .

Åñëè ïðè âñåõ x1, x2, α1, α2 âûïîëíåíû ñòðîãèå íåðàâåíñòâà, òî ãîâîðÿò î ñòðîãîé âûïóêëîñòè.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàôèê âûïóêëîé âíèç ôóíêöèè ëåæèò âûøå ëþáîé êàñàòåëüíîé ê
íåìó.

10. Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëàÿ âíèç ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â ëþáîé òî÷êå ñâîåé îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ (çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, êðàéíèõ òî÷åê).

11. (à) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ x 7→ ex âûïóêëà âíèç.
(á) Âûâåäèòå îòñþäà íåðàâåíñòâî Êîøè ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì

ãåîìåòðè÷åñêèì
x1 + . . .+ xn

n
> n
√
x1 · . . . · xn.

12∗. Ïóñòü f ∈ Cn(R) � n ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà R ôóíêöèÿ. Ïóñòü
M0 = supx∈R |f(x)| è Mn = supx∈R |f (n)(x)| � êîíå÷íûå âåëè÷èíû, à Mk = supx∈R |f (k)(x)|,
1 6 k 6 n− 1. Ïîêàæèòå, ÷òî

(à) ïðè n = 2 âûïîëíåíî M1 6
√
2M0M2;

(á) â ïóíêòå (à)
√
2 íå ìîæåò áûòü çàìåíåíåí ìåíüøèì ÷èñëîì;

(â) ïðè n > 2 âûïîëíåíî Mk 6 2k(n−k)/2M
1−k/n
0 M

k/n
n .

Çàäà÷è ñ êðåñòèêàìè �×� íåíóæíî ñäàâàòü, åñëè âû ðàíåå çíàëè èõ ðåøåíèÿ.


