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Ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Ôóíêöèè, çàäàííûå íåÿâíî.

Ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî X, êîòîðîå íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå

äèçúþíêòèâíîãî îáúåäèíåíèÿ X1 tX2 äâóõ îòêðûòûõ â X (â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè)

ìíîæåñòâ ñ ïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì, åñëè

ëþáûå äâå åãî òî÷êè x1, x2 ∈ X ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû íåïðåðûâíîé êðèâîé γ:

γ : [a, b]→ X, γ(a) = x1, γ(b) = x2,

îáðàç êîòîðîé öåëèêîì ëåæèò â X.

1. (à) Îïèøèòå âñå ñâÿçíûå ïîäìíîæåñòâà ïðÿìîé.

(á) Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî ñâÿçíî.

(â) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñâÿçíîãî, íî íå ëèíåéíî ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà.

Îáëàñòüþ â Rn íàçûâàåòñÿ îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî.

2. Äîêàæèòå, ÷òî îáëàñòü ëèíåéíî ñâÿçíà.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y), èìåþùàÿ îãðàíè÷åííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂f
∂x è

∂f
∂y â íåêîòîðîé âûïóêëîé îáëàñòè G, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà â ýòîé îáëàñòè.

4. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) â íåêîòîðîé îáëàñòè G íåïðåðûâíà ïî x ïðè

êàæäîì ôèêñèðîâàííîì y è èìååò îãðàíè÷åííóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∂u
∂y , òî ýòà ôóíêöèÿ

íåïðåðûâíà â îáëàñòè G.
5. Ïóñòü f(x, y) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè G è

∂f
∂y = 0 â îáëàñòè G. Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) íå çàâèñèò îò y â îáëàñòè

G?
6. Ïóñòü F (x, y, z) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Íàïèøèòå óðàâíåíèå

êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè F (x, y, z) = F (x0, y0, z0) â òî÷êå (x0, y0, z0)
è ïîêàæèòå, ÷òî ãðàäèåíò ôóíêöèè F îðòîãîíàëåí êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè.

7. Íàéäèòå ∂u
∂x è ∂u

∂y â òî÷êå (1,−2) äëÿ êàæäîé äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè u(x, y),

çàäàííîé íåÿâíî óðàâíåíèåì u3 − 4xu+ y2 − 4 = 0.
8. Íàéäèòå â óêàçàííîé òî÷êå äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè u(x, y), çàäàííîé íåÿâíî óðàâíåíèåì:
(à) x+ y − u = eu−x−y, (x0, y0);
(á) x− u = u ln(u/y), (1, 1).
9. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà

f1(x, y, z)
∂u

∂x
+ f1(x, y, z)

∂u

∂y
+ f1(x, y, z)

∂u

∂z
= 0. (1)

Äîêàæèòå, ÷òî ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû

ẋ(t)

f1
=
ẏ(t)

f2
=
ż(t)

f3
, (2)

òî åñòü òàêèå ôóíêöèè F (x, y, z) = const, êîòîðûå ïîñòîÿííû íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ (2),

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (1).

10. Íàéäèòå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé:

(à) y ∂u
∂x − x

∂u
∂y = 0;

(á) x∂u
∂x + y ∂u

∂y + z ∂u∂z = 0.


