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Ãðóïïû: àáåëåâû è íåàáåëåâû

Íàïîìíèì, ÷òî ïîðÿäîê ýëåìåíòà g ãðóïïû G îáîçíà÷àåòñÿ ord g.
Çàäà÷à 1. Ïóñòü x, y ∈ G � ýëåìåíòû âçàèìíî ïðîñòûõ ïîðÿäêîâ m è n ñîîòâåòñòâåííî.

a)Ïîêàæèòå, ÷òî 〈x〉 ∩ 〈y〉 = {e}.
b)Ïóñòü âäîáàâîê xy = yx. Ïîêàæèòå, ÷òî ordxy = mn.

c)Ïóñòü z ∈ G � ýëåìåíò, è ord z = kn. Ïðîâåðüòå, ÷òî ord (zk) = n.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà n = pa11 · . . . · p
ak
k . Ïóñòü èçâåñòíî,

÷òî ïðè ëþáîì d ∈ N óðàâíåíèå xd = e èìååò â G íå áîëåå d ðåøåíèé.

a)Ïîêàæèòå, ÷òî ÍÎÊ{ord g | g ∈ G} = n.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî i = 1 . . . k â G ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ïîðÿäêà paii .

c)Ïîêàæèòå, ÷òî â G ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ïîðÿäêà n, è çíà÷èò, G öèêëè÷åñêàÿ.

Çàäà÷à 3. Âûâåäèòå èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà â ìóëüòèïëèêà-
òèâíîé ãðóïïå ëþáîãî ïîëÿ öèêëè÷åñêàÿ. Â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà (Z/pZ)∗ ïðè ïðîñòîì p öèê-
ëè÷åñêàÿ.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü p 6= q � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, N = pq, à d � ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå
ñ φ(N). Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå C : (Z/NZ)∗ → (Z/NZ)∗, çàäàííîå ôîðìóëîé C(x) = xd.

a)Ïðåäëîæèòå ðàçóìíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ C, åñëè èçâåñòíû N è d.

b)Ïðåäëîæèòå ðàçóìíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ C−1, åñëè èçâåñòíû p, q è d.

c∗∗∗)Ïðåäëîæèòå ðàçóìíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ C−1, åñëè èçâåñòíû òîëüêî N è d.
Íà òîì, ÷òî íèêòî íå óìååò ðåøàòü ïóíêò c), îñíîâàí îäèí èç àëãîðèòìîâ øèôðîâàíèÿ ñ îòêðûòûì êëþ÷îì.

Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû G îáîçíà÷àåòñÿ Aut (G).

Çàäà÷à 5. Âñïîìíèòå, êàê óñòðîåíû àâòîìîðôèçìû ãðóïïû Z/nZ, è ïðîâåðüòå, ÷òî
Aut (Z/nZ) ∼= (Z/nZ)∗.
Çàäà÷à 6. Ïîêàæèòå, ÷òî äåéñòâèå Sn íà ñåáå ñîïðÿæåíèÿìè çàäà¼ò ãîìîìîðôèçì
Sn → Aut (Sn), êîòîðûé

a) èíúåêòèâåí ïðè n > 3;

b) ñþðúåêòèâåí ïðè n 6= 6.

Çàäà÷à 7∗. Ïîcòðîèì �ýêçîòè÷åñêèé� àâòîìîðôèçì S6. Ïðîâåðüòå, ÷òî:

a)Äåéñòâèå S5 ñîïðÿæåíèÿìè íà ìíîæåñòâå 5-ýëåìåíòíûõ ïîäãðóïï â S5 çàäà¼ò âëîæåíèå
S5 → S6, îòëè÷íîå îò ñòàíäàðòíûõ. Îáîçíà÷èì åãî îáðàç W .

b)Â S6 åñòü 6 ïîäãðóïï W1, . . . ,W6, ñîïðÿæ¼ííûõ ê W .

c)Äåéñòâèå S6 ñîïðÿæåíèÿìè íà ìíîæåñòâå {W1, . . . ,W6} çàäà¼ò ãîìîìîðôèçì S6 → S6, íå
ñâîäÿùèéñÿ ê ñîïðÿæåíèþ.

Çàäà÷à 8. Ïóñòü H1, H2 � ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Ïîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå (h1, h2) 7→ h1h2
ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ãðóïï H1 × H2 → G ⇐⇒ H1 è H2 � íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû â G,
H1∩H2 = {e} è H1H2 = G, ò.å. ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G èìååò âèä g = h1h2, ãäå hi ∈ Gi. Â òàêîì
ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî G ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîäãðóïï H1 è H2.

Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G ðàçëàãàåòñÿ â ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñâîèõ ïîäãðóïï N è H, åñëè
îòîáðàæåíèå (n, h) 7→ nh ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ìíîæåñòâ N×H → G è ïîäãðóïïà N íîðìàëüíà
â G. Îáîçíà÷åíèå: G = N hH.

Çàäà÷à 9. a)Ïóñòü G = N hH. Ïîêàæèòå, ÷òî G/N ∼= H.

b)Ïóñòü ïîäãðóïïà N ⊂ G íîðìàëüíà. Âñåãäà ëè íàéä¼òñÿ òàêàÿ ïîäãðóïïà H ⊂ G, ÷òî
G = N hH?
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Çàäà÷à 10. Ïîñòðîéòå ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ â ïîëóïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ:

a)Sn = An h 〈(1, 2)〉;
b)S4 = V4hS3, ãäå V4 = {e, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)} � ò.í. ÷åòâåðíàÿ ãðóïïà Êëåéíà;

c) {äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè} = {ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû}h{äâèæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå òî÷êó P};
d) {äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè} = {äâèæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ}h 〈s〉,
ãäå P � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè, à s � ôèêñèðîâàííàÿ îñåâàÿ ñèììåòðèÿ.

Çàäà÷à 11. a)Ïóñòü G = N h H. Äåéñòâóÿ ýëåìåíòàìè H íà N ñîïðÿæåíèÿìè, ïîñòðîéòå
ãîìîìîðôèçì f : H → Aut (N). Ïîêàæèòå, ÷òî G = N ×H ⇐⇒ f ≡ e.

b)Ïî ïàðå ãðóïï N,H è ãîìîìîðôèçìó f : H → Aut (N) ïîñòðîéòå ãðóïïó N hf H, ðàñêëà-
äûâàþùóþñÿ â ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå N è H.

c)Ïðîâåðüòå, ÷òî êîíñòðóêöèè ïóíêòîâ a) è b) îáðàòíû äðóã ê äðóãó.

Èçó÷èì ïîëóïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï. Ïóñòü N = 〈x〉n, H = 〈y〉m.
Çàäà÷à 12. Ïîêàæèòå, ÷òî:

a) â ëþáîì ïîëóïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè 〈x〉n h 〈y〉m ïðè íåêîòîðîì k ∈ N âûïîëíåíî yx = xky.
Êàêèì ìîæåò áûòü k? ×òî ïðîèñõîäèò ñ k ïðè ñìåíå îáðàçóþùèõ â 〈x〉n è 〈y〉m?
b) ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå ïîëóïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ 〈x〉n h 〈y〉m ⇐⇒ (m,φ(n)) 6= 1.
Îïèøèòå âñå ïîëóïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ

c) 〈x〉p h 〈y〉2, ãäå p ïðîñòîå;
d) 〈x〉3 h 〈y〉m;
e) 〈x〉13 h 〈y〉m, ãäå m = 3, 4, 5.

f)Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà äâèæåíèé ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà èçîìîðôíà ïîëóïðÿìîìó ïðî-
èçâåäåíèþ 〈x〉n hf 〈y〉2, ãäå f(y) � àâòîìîðôèçì 〈x〉n, ïåðåâîäÿùèé z â z−1.


