
ÍÌÓ
Àëãåáðà 1

1 íîÿáðÿ 2017
Ëèñòîê 8

Ñòðîåíèå êîíå÷íûõ ãðóïï

Â ýòîì ëèñòêå G áóäåò îáîçíà÷àòü êîíå÷íóþ ãðóïïó.
Çàäà÷à 1◦. Ïóñòü ord g = 2 ïðè âñåõ g ∈ G, g 6= e. Ïîêàæèòå, ÷òî G àáåëåâà.

Çàäà÷à 2. Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà èíäåêñà 2 íîðìàëüíà.

Çàäà÷à 3. ÏóñòüH ⊂ G� ïîäãðóïïà ïîðÿäêà p, ãäå p� ïðîñòîå ÷èñëî, è |G| < p2. Ïîêàæèòå,
÷òî H íîðìàëüíà. Ïîäñêàçêà: ðàññìîòðèòå äåéñòâèå H íà ìíîæåñòâå ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ G/H ëåâûìè ñäâèãàìè.

Îïðåäåëåíèå 1. Öåíòð ãðóïïû G � ýòî ìíîæåñòâî Z(G) = {g ∈ G | ∀h ∈ G gh = hg}.
Öåíòðàëèçàòîðîì ýëåìåíòà g ∈ G íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Z(g) = {x ∈ G | xg = gx}. Íîðìà-
ëèçàòîðîì ïîäãðóïïû H ⊂ G íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî NG(H) = {g ∈ G | gHg−1 = H}.
Çàäà÷à 4. a)Ïðîâåðüòå, ÷òî öåíòð, öåíòðàëèçàòîð è íîðìàëèçàòîð � ïîäãðóïïû â G è ÷òî
Z(G) ⊂ NG(H), Z(G) ⊂ Z(g). Ïðîâåðüòå, ÷òî H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â NG(H), è Z(G)
� íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G. Ïðîâåðüòå, ÷òî hZ(g)h−1 = Z(hgh−1).

b)Ïîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïîäãðóïï, ñîïðÿæ¼ííûõ ñ H, äåëèò èíäåêñ H.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. p-ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ãðóïïà, ïîðÿäîê êîòîðîé
åñòü ñòåïåíü ÷èñëà p.

Çàäà÷à 5. a◦)Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð p-ãðóïïû íåòðèâèàëåí.

b)Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà p2 àáåëåâà.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, à G � ãðóïïà ïîðÿäêà pkm, ãäå (m, p) = 1.
Ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé â G íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ïîäãðóïïà H ⊂ G ïîðÿäêà pk.

Çàäà÷à 6 (Ïåðâàÿ òåîðåìà Ñèëîâà). Äîêàæèòå, ÷òî ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû ñóùåñòâóþò
äëÿ ëþáîé ãðóïïû G è ëþáîãî p. Ïîäñêàçêà: ïðîâåäèòå èíäóêöèþ ïî ïîðÿäêó G. Ðàññìîòðèòå äâà ñëó÷àÿ: êîãäà

ñóùåñòâóåò êëàññ ñîïðÿæ¼ííîñòè, ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êîòîðîì > 1 è âçàèìíî ïðîñòî ñ p, è êîãäà òàêîãî êëàññà íåò. Âî âòîðîì

ñëó÷àå ïîñòðîéòå ýëåìåíò â Z(G) ïîðÿäêà p.

Çàäà÷à 7 (Âòîðàÿ òåîðåìà Ñèëîâà). Äîêàæèòå, ÷òî âñå ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû ñîïðÿæå-
íû äðóã äðóãó. Ïîäñêàçêà: ðàññìîòðèòå äåéñòâèå H1 ëåâûìè ñäâèãàìè íà G/H2 è íàéäèòå â í¼ì íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Çàäà÷à 8 (Òðåòüÿ òåîðåìà Ñèëîâà). Ïóñòü G � ãðóïïà ïîðÿäêà pkm, ãäå (m, p) = 1.
Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï â G ñðàâíèìî ñ 1 ïî ìîäóëþ p è äåëèò m.
Ïîäñêàçêà: äåéñòâèå H ñîïðÿæåíèÿìè íà ìíîæåñòâå ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó � H.

Åñëè H′ � äðóãàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, ðàññìîòðèòå NG(H′).

Çàäà÷à 9. Êëàññèôèöèðóéòå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà âñå êîíå÷íûå ãðóïïû ïîðÿäêà n
ïðè

a◦)n 6 8;

b)n 6 12.

Îòâåò ïðåäñòàâëåí â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

àáåëåâû 2 3 4, 2×2 5 6 7 8, 4×2, 2×2×2 9, 3×3 10 11 12, 6×2
íåàáåëåâû S3 D4, Q8, D5 D6, A4, 〈a〉3 h 〈b〉4

Çäåñü a îáîçíà÷àåò Z/aZ, a × b îáîçíà÷àåò Z/aZ × Z/bZ, à ãðóïïà äèýäðà Dn � ýòî ãðóï-
ïà ñèììåòðèé ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà. Êâàòåðíèîííàÿ ãðóïïà Q8 åñòü {±1,±i,±j,±k} ñ
óìíîæåíèåì i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j.


