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Êâàòåðíèîíû

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ôîðìàëüíûõ âûðàæåíèé

q = a+ bi+ cj + dk,

ãäå a, b, c, d � âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå îïðåäåëÿþòñÿ òàêæå êàê è
äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (ò. å. ðàñêðûâàåì ñêîáêè êàê ïðè ñëîæåíèè èëè óìíîæåíèè
îáû÷íûõ ¾øêîëüíûõ¿ àëãåáðàè÷åñêèõ âûðàæåíèé) ñ ó÷åòîì ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

i2 = j2 = k2 = −1 è ijk = −1.

Òàêèå ôîðìàëüíûå âûðàæåíèÿ q íàçûâàþòñÿ êâàòåðíèîíàìè (îò êàêîãî ñëîâà ïðî-
èçîøëî ýòî íàçâàíèå?).
Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî óìíîæåíèå êâàòåðíèîíîâ ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíûì, äèñ-

òðèáóòèâíûì, íî íå ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ñ äâóìÿ ìíèìûìè
åäèíèöàìè i è j ââåñòè àññîöèàòèâíîå è äèñòðèáóòèâíîå óìíîæåíèå íå ïîëó÷èòñÿ, ò.
å. íåëüçÿ îïðåäåëèòü óìíîæåíèå (ñëîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê è ðàíüøå) ôîðìàëüíûõ
âûðàæåíèé a+ bi+ cj ñ óñëîâèÿìè i2 = j2 = −1.

Ïóñòü q = a+ bi+ cj + dk. Ïîëîæèì q̄ = a− bi− cj − dk.

Çàäà÷à 2. Ïðîâåðüòå, ÷òî

(a) qq̄ = q̄q = |q|2 := a2 + b2 + c2 + d2,

(b) q1 + q2 = q̄1 + q̄2 è q1q2 = q̄2q̄1,

(ñ) |q1q2| = |q1||q2| (åñëè âîçâåñòè ýòî ðàâåíñòâî â êâàäðàò è âûðàçèòü ÷åðåç a, b, c, d,
òî ïîëó÷èòñÿ èçâåñòíîå ¾òîæäåñòâî äëÿ ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ¿),
Çàäà÷à 3. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ xq = 1 è qx = 1, åñëè èçâåñòíî, ÷òî |q| ̸= 0.

Áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ñåáå i, j, k êàê áàçèñíûå âåêòîðà (1, 0, 0), (0, 1, 0) è (0, 0, 1) â R3

ñîîòâåòñòâåííî. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ äâóõ âåêòîðîâ x, y ∈ R3 ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

⟨x, y⟩ = x1y1 + x2y2 + x3y3 = |x||y| cosφ,
ãäå φ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè, âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ âåêòîð [x, y]
ïåðïåíäèêóëÿðíûé âåêòîðàì x, y, îáðàçóþùèé âìåñòå ñ ýòèìè âåêòîðàìè ïðàâèëü-
íóþ òðîéêó è èìåþùèé äëèíó |x||y| sinφ. Â êîîðäèíàòíîé çàïèñè

[x, y] = (x1y3 − y1x3)i+ (y3x2 − y2x3)j + (y2x1 − y1x2)k.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü q1 = x1i+ x2j + x3k è q2 = y1i+ y2j + y3k. Äîêàæèòå, ÷òî

q1q2 = −⟨q1, q2⟩+ [q1, q2].

Ïóñòü q = a+q′, ãäå q′ = x1i+x2j+x3k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |q| = 1. Òîãäà a2+|q′|2 = 1
è, ñëåäîâàòåëüíî, a = cosφ è |q′| = sinφ. Òàêèì îáðàçîì, q = cosφ+p sinφ, ãäå |p| = 1.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü âåêòîð v = v1i + v2j + v3k ïåðïåíäèêóëÿðåí p. Äîêàæèòå, ÷òî
âåêòîð qv ïîëó÷àåòñÿ èç v ïîâîðîòîì íà óãîë φ âîêðóã îñè p.
Çàäà÷à 6. Ïóñòü âåêòîð v ïðîïîðöèîíàëåí p. Äîêàæèòå, ÷òî qvq̄ = v.
Çàäà÷à 7. Ïóñòü v = v1i + v2j + v3k � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç R3. Äîêàæèòå, ÷òî

âåêòîð qvq̄ ïîëó÷àåòñÿ èç âåêòîðà v ïîâîðîòîì íà óãîë 2φ âîêðóã îñè p. (Ñðàâíèòå
ýòî óòâåðæäåíèå ñ ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.)
Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî â R3 êîìïîçèöèÿ äâóõ ïîâîðîòîâ ñ îäíèì öåíòðîì ÿâëÿ-

åòñÿ ïîâîðîòîì. Îáúÿñíèòå êàê íàéòè îñü è óãîë ýòîãî ïîâîðîòà, åñëè èçâåñòíû îñè
è óãëû ïîâîðîòîâ, êîìïîçèöèåé êîòîðûõ îí ÿâëÿåòñÿ.
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Òåîðåìà Ôðîáåíèóñà

×åðåç Rn îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ (x1, x2, . . . , xn) âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë xi, íà êîòîðîì åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââîäèòñÿ ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà
÷èñëî:

(x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn),

α(x1, x2, . . . , xn) = (αx1, αx2, . . . , αxn).

Íàïðèìåð, R2 � âåêòîðà íà ïëîñêîñòè, R3 � âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâå. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî îïðåäåëåíî óìíîæåíèå âåêòîðîâ òàê, ÷òî îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ äèñòðèáóòèâíà è
àññîöèàòèâíà. Êðîìå òîãî, åñòü åäèíèöà 1 è ó êàæäîãî îòëè÷íîãî îò íóëÿ âåêòîðà
åñòü îáðàòíûé, ò. å. ìîæíî äåëèòü. Áóäåì âñåãäà îòîæäåñòâëÿòü âåêòîðû âèäà α1,
ãäå α ∈ R, ñ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè. Äàëåå, êîãäà ãîâîðèì îá îïåðàöèè óìíîæåíèÿ,
òî âñåãäà èìååì ââèäó èìåííî òàêîå óìíîæåíèåì. Òàêóþ îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ â R2

çàäàåò ïðàâèëî óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îáñòîèò äåëî
â R4, ãäå îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ â R4 çàäàåò ïðàâèëî óìíîæåíèÿ êâàòåðíèîíîâ.
Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî a ∈ Rn íàéäåòñÿ íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí P

(ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè) òàêîé, ÷òî P (a) = 0. (Óêàçàíèå: ðàññìîòðåòü
âåêòîðû 1, a, a2, . . . , an).
Âûáåðåì ñðåäè âñåõ íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ P òàêèõ, ÷òî P (a) = 0, ìíîãî÷ëåí

ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè. Òàêîé ìíîãî÷ëåí íàçîâåì ìèíèìàëüíûì àííóëèðóþùèì äëÿ
âåêòîðà a. Áóäåì âñåãäà ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâåí 1.
Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî ìèíèìàëüíûé àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí íå ðàñêëàäû-

âàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ìåíüøåé (íî îòëè÷íîé îò íóëÿ) ñòåïåíè.
Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíûé àííóëèðóþùèé èìååò âèä t−α èëè t2+βt+α. Åñëè

àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí äëÿ a ëèíåéíûé t− α, òî a = α1 ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì
÷èñëîì. Åñëè àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí äëÿ a êâàäðàòè÷íûé, òî a ÿâëÿåòñÿ ñóììîé
íåêîòîðîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà α11 è âåêòîðà v òàêîãî, ÷òî v2 = α21 è α2 < 0.
Ïóñòü u, v òàêîâû, ÷òî u2 ≤ 0 è v2 ≤ 0. ßñíî, ÷òî (αu)2 ≤ 0 äëÿ âñÿêîãî âåùåñòâåí-

íîãî ÷èñëà α.
Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè u è v íåïðîïîðöèîíàëüíû, òî u íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü

â âèäå αv + β.
Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè u è v íåïðîïîðöèîíàëüíû, òî (u+v)2 ≤ 0. (Óêàçàíèå:

u+ v è u− v óäîâëåòâîðÿþò êâàäðàòíûì óðàâíåíèÿì)
Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòû ìíîæåñòâà N ⊂ Rn, ñîñòîÿùåãî èç âåêòîðîâ v òàêèõ,

÷òî v2 ≤ 0, ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü íà ÷èñëà. Áîëåå òîãî, âñÿêèé âåêòîð
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ¾âåùåñòâåííîãî ÷èñëà¿ è âåêòîðà èç N .
Çàäà÷à 13. Ïóñòü äâà âåêòîðà u, v ∈ N íåïðîïîðöèîíàëüíû. Äîêàæèòå ñóùåñòâî-

âàíèå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë α, β òàêèõ, ÷òî äëÿ âåêòîðà w = αv+βu âåðíû ðàâåíñòâà:
uw = −vw è w2 = −1.
Çàäà÷à 14. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n ≥ 3 íåëüçÿ íà Rn îïðåäåëèòü êîììóòàòèâíîå

óìíîæåíèå.
Çàäà÷à 15. (Òåîðåìà Ôðîáåíèóñà) Äîêàæèòå, ÷òî óìíîæåíèå ìîæíî ââåñòè òîëüêî

ïðè n = 1, n = 2 è n = 4, ïðè÷åì âî âòîðîì è òðåòüåì ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è êâàòåðíèîíîâ ñîîòâåòñòâåííî.


