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Ëèñòîê 2.

Âåùåñòâåííûå ÷èñëà

Àêñèîìà ïîëíîòû: ëþáûå äâà íåïóñòûõ ìíîæåñòâà, îäíî èç êîòîðûõ ëåæèò ëåâåå
äðóãîãî íà ÷èñëîâîé îñè, ìîæíî ðàçäåëèòü òî÷êîé.
Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî íà ìíîæåñòâå áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé âûïîëíÿ-

åòñÿ àêñèîìà ïîëíîòû.
Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå è èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà

√
5.

Çàäà÷à 3. Èñïîëüçóÿ Àêñèîìó Àðõèìåäà î íåîãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë äîêàæèòå, ÷òî âî âñÿêîì íåïóñòîì èíòåðâàëå ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíîå
÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé íàáîð ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ íà ÷èñ-
ëîâîé ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ èëè êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì.
Çàäà÷à 4. Çàÿö ïðûãàåò ïî îêðóæíîñòè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïðûæêàìè îäèíà-

êîâîé äëèíû, ïðè÷åì íèêîãäà íå ïîïàäàåò â ñâîé ñëåä. Îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò óçêèé
ðó÷ååê. Äîêàæèòå, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî çàÿö íàñòóïèò ëàïîé â ðó÷åé.
Çàäà÷à 5. Òî÷êè ïëîñêîñòè ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè îêðóæåíû êðóæêàìè

ðàäèóñà 10−2017. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ïðÿìàÿ ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò
ïåðåñåêàåò åùå a) õîòÿ áû îäèí êðóæîê, b) áåñêîíå÷íî ìíîãî êðóæêîâ.
Çàäà÷à 6. Ìîæåò ëè ïåðèîäè÷åñêàÿ íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ èìåòü îäíîâðåìåííî

ïåðèîä 1 è
√
2? À "õîðîøàÿ"íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ? Âûÿñíèòå, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ

λ ôóíêöèÿ sin(πx) + sin(λπx) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.
Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

Çàäà÷à 7. Îáúÿñíèòå ÷åì ïëîõè ¾÷èñëà¿ âèäà a+be, ñëîæåíèå è óìíîæåíèå êîòîðûõ
îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå êàê è â êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ, ñ åäèíñòâåííûì îòëè÷èåì e2 = 1?
Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî íà C íåëüçÿ îïðåäåëèòü ëèíåéíûé ïîðÿäîê, ñîãëàñîâàí-

íûé ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.
Çàäà÷à 9. Âû÷èñëèòå ñóììó q sinx+ q2 sin 2x+ . . .+ qn sinnx.
Çàäà÷à 10. (a) Êàêîå äâèæåíèå ïëîñêîñòè çàäàåò îòîáðàæåíèå z → Az + B, ãäå

A,B ∈ C è |A| = 1?

(b) Çàäàéòå ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ z → Az +B ïîâîðîò íà óãîë π/6 ñ öåíòðîì
â òî÷êå (1, 1).

(c) Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå z → 1/z (èíâåðñèÿ) ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî âñåõ
îêðóæíîñòåé è ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè â ñåáÿ.
Çàäà÷à 11. Èçîáðàçèòå íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâà:

a) |z − a| ≤ 1, b)
∣∣∣z − 1

z + 1

∣∣∣ = 1, c) |z| = sin(3φ), d) |z| = e−φ,

ãäå z = |z|(cosφ+ i sinφ), φ ∈ [0, 2π).
Çàäà÷à 12. Èçîáðàçèòå íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî n

√
1. Íàéäèòå îøèáêó â ñëåäóþùåì

äîêàçàòåëüñòâå
1 =

√
(−1)2 =

√
−1

√
−1 = i2 = −1.
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