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Ëèñòîê 3.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) lim
n→∞

an = a;

(b) âî âñÿêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a ñîäåðæàòñÿ âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an íà÷èíàÿ
ñ íåêîòîðîãî íîìåðà;

(c) âî âñÿêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a ñîäåðæàòñÿ âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an êðîìå
áûòü ìîæåò êîíå÷íîãî ÷èñëà.
Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî
a) lim

n→∞
1
n = 0; b) lim

n→∞
qn = 0, ïðè |q| < 1; c) lim

n→∞

√
n+ 3−

√
n+ 1 = 0 d) lim

n→∞
n
√
q = 1.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî ó ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íåò ïðåäåëà:
a) an = 1 + (−1)n; b) an = sin πn

3 ; c) an = n(−1)n ; d) an = cosn.
Çàäà÷à 4. Ïóñòü limn→∞ an = a. Äîêàæèòå, ÷òî

lim
n→∞

a1 + a2 + . . .+ an
n

= a.

Âåðíî ëè îáðàòíîå?
Çàäà÷à 5. Ïóñòü an > 0 è limn→∞ an = a. Äîêàæèòå, ÷òî

lim
n→∞

n
√
a1 · a2 · · · an = a.

Âåðíî ëè îáðàòíîå?
Çàäà÷à 6. (Òåîðåìà Øòîëüöà) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî an âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ïðè÷åì limn→∞ an = +∞. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè bn èç ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà limn→∞
bn+1−bn
an+1−an

= A ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

limn→∞
bn
an

= A. (Óêàçàíèå: äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïðè A = 0.)
Çàäà÷à 7. Ïóñòü k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî

(a) limn→∞
1+ 1

2
+ 1

3
+...+ 1

n
lnn = 1,

(b) limn→∞
1k+2k+...+nk

nk+1 = 1
k+1 ,

(c) limn→∞
1k+2k+...+nk

nk − n
k+1 = 1

2 .

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî a) lim
n→∞

nk

qn = 0 ïðè q > 1; b) lim
n→∞

qn

n! = 0;

è âûâåäèòå èç a) è b) ðàâåíñòâà: c) lim
n→∞

lnn
nδ = 0 ïðè δ > 0; d) lim

n→∞
n
√
n = 1;

Çàäà÷à 9. Ïóñòü a > 0. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn òàêàÿ, ÷òî

xn+1 =
1

2

(
xn +

a

xn

)
,

ñõîäèòñÿ ê
√
a. Îöåíèòå ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.

Çàäà÷à 10. Îáùåæèòèå è óíèâåðñèòåò íàõîäÿòñÿ íà ðàçíûõ êîíöàõ îäíîé óëèöû. Ñòóäåíò
âûøåë èç îáùåæèòèÿ è ïîøåë ïî ïðÿìîé ê óíèâåðñèòåòó. Íà ïîëîâèíå ïóòè îí ðåøèë âåð-
íóòüñÿ â îáùåæèòèå è ïîøåë îáðàòíî. Íà ïîë äîðîãè ê îáùåæèòèþ îí ïîäóìàë, ÷òî õîðîøî
áû âñå-òàêè ñõîäèòü â óíèâåðñèòåò è ïîøåë ê óíèâåðñèòåòó. Íà ïîë ïóòè ê óíèâåðñèòåòó îí
îïÿòü ðàçâåðíóëñÿ ê îáùåæèòèþ è ò.ä. Ê êàêîé òî÷êå óëèöû áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ ñòóäåíò?
Çàäà÷à 11. Çîëîòîå ñå÷åíèå ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: îò ïðÿìîóãîëüíèêà îòðåçà-

þò êâàäðàò òàê, ÷òî îñòàâøèéñÿ ïðÿìîóãîëüíèê ïîäîáåí èñõîäíîìó. Íàéäèòå îòíîøåíèå
ñòîðîí èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Áóäåì òåïåðü ïðîäîëæàòü îòðåçàòü îò ïîëó÷àþùèõñÿ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ êâàäðàòû äâèãàÿñü ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ê êàêîé òî÷êå èñõîäíîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà ïðèáëèæàþòñÿ êâàäðàòû?
Çàäà÷à 12. (a) ×òî âûãîäíåå (è âî ñêîëüêî ðàç), êîãäà áàíê íà÷èñëÿåò 100% â êîíöå

ãîäà èëè êîãäà áàíê íà÷èñëÿåò 10% äåñÿòü ðàç â ãîä?

(b) Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå limn→∞(1 + 1
n)

n. Ýòîò ïðåäåë íàçûâàþò ÷èñëîì e.

(c) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî n íàéäåòñÿ ÷èñëî θn ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî

e = 1 + 1 +
1

2!
+ . . .+

1

n!
+

θn
n!n

.

Âûâåäèòå èç ýòîãî ðàâåíñòâà, ÷òî e èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî.
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