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Ëèñòîê 5.

Òîïîëîãèÿ âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

Ìíîæåñòâî íà ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè âìåñòå ñ êàæäîé ñâîåé òî÷êîé îíî ñîäåðæèò
è íåêîòîðûé èíòåðâàë, âêëþ÷àþùèé ýòó òî÷êó. Ìíîæåñòâî íà ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì,
åñëè åãî äîïîëíåíèå � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.
Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà è îáúåäèíåíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà îò-

êðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî. Ïîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ
ìîæåò áûòü íå îòêðûòî. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà è ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåé-
ñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòî. Ïîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ ìîæåò áûòü íå çàìêíóòî.
Çàäà÷à 2. Äëÿ âñÿêîãî A⊂R äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî åãî ïðåäåëüíûõ òî÷åê è ìíîæåñòâî åãî

ãðàíè÷íûõ òî÷åê çàìêíóòû.
Çàäà÷à 3. Èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé óäàëèëè âñå åãî èçîëèðîâàííûå òî÷êè, çàòåì èç

òîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå ïîëó÷èëîñü, îïÿòü óäàëèëè âñå èçîëèðîâàííûå òî÷êè è ò.ä. Âîçìîæíî
ëè ïðîäåëàòü òàêóþ ïðîöåäóðó áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, ïðè÷åì òàê, ÷òî êàæäûé ðàç íàéäåòñÿ,
÷òî óäàëèòü?
Çàäà÷à 4. (a) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî íà ïðÿìîé � ýòî îáúåäèíåíèå íå

áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî
÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.
Çàäà÷à 5.

(a) Ïóñòü A ⊂ R ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
îòðåçêîâ. Ìîæåò ëè òàê áûòü, ÷òî â ëþáîì èíòåðâàëå ïðÿìîé åñòü òî÷êà èç A?

(b) ßâëÿåòñÿ ëè âñÿ ïðÿìàÿ îáúåäèíåíèåì íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
îòðåçêîâ?
Çàäà÷à 6. Ïóñòü ak > 0 è

∑∞
k=1 ak → ∞. Êðîìå òîãî, ïóñòü limk ak = 0. Íàéäèòå ìíîæåñòâî

÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äðîáíûõ ÷àñòåé bn = {
∑n

k=1 ak}.
Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ÷ëåíàìè êîòîðîé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ÿâëÿåòñÿ ëèáî òî÷êîé, ëèáî
îòðåçêîì.
Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-

òûì ìíîæåñòâîì è âñÿêîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ íåêî-
òîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìóþ íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåïóñòûõ è íåïå-

ðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ èëè äâóõ íåïóñòûõ è íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.
Îïèøèòå âñå ïîäìíîæåñòâà ïðÿìîé, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî îòêðûòûì è çà-
ìêíóòûì ìíîæåñòâîì.
Ìíîæåñòâî A íà ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ íèãäå íå ïëîòíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà I ⊂ R

íàéäåòñÿ èíòåðâàë I ′ ⊂ I, òàêîé ÷òî â I ′ íåò íè îäíîé òî÷êè èç A. Ìíîæåñòâî A íà ïðÿìîé
íàçûâàåòñÿ âñþäó ïëîòíûì, åñëè âî âñÿêîì èíòåðâàëå åñòü òî÷êà ìíîæåñòâà A.
Çàäà÷à 10. Ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ÷èñåë èç îòðåçêà [0, 1], â äåñÿòè÷íîé çàïèñè êîòîðûõ íå

âñòðå÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 223222, ÿâëÿåòñÿ íèãäå íå ïëîòíûì.
Çàäà÷à 11. Òåîðåìà Áýðà.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìóþ íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ íèãäå íå ïëîòíûõ
ìíîæåñòâ.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ñ÷åòíîãî íàáîðà îòêðûòûõ âñþäó ïëîòíûõ ìíîæåñòâ îáÿçà-
òåëüíî ñîäåðæèò òî÷êó, ò. å. íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì.
Çàäà÷à 12. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îáúåäèíåíèåì ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà

çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ?
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