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Ëèñòîê 6.

Íåïðåðûâíîñòü è ïðåäåë ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü A ⊂ R è f : A 7→ R. Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå a ∈ A ïî ìíîæåñòâó A, åñëè

äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn ∈ A âåðíî xn → a =⇒ f(xn) → f(a).

Èç ñâîéñòâ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëåãêî âûâîäèòñÿ, ÷òî ñóììà, ïðîèçâåäåíèå è

êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè. Êðîìå òîãî,

ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå a ïî ìíîæåñòâó A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀ε > 0

∃δ > 0 òàêîå, ÷òî ∀x ∈ A âåðíî |x− a| < δ =⇒ |f(x)− f(a)| < ε.

Ïóñòü A ⊂ R è f : A 7→ R. Ïóñòü a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà A. Ôóíêöèÿ f èìååò â òî÷êå a

ïðåäåë ïî ìíîæåñòâó A ðàâíûé ÷èñëó b, åñëè ôóíêöèÿ f̃(x) =

{
f(x), x ∈ A

b, x = a
ÿâëÿåòñÿ

íåïðåðûâíîé â òî÷êå a ïî ìíîæåñòâó A ∪ {a}. Äàëåå ïèøåì limx→a f(x) = b.

Çàäà÷à 1. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Ïóñòü f : A 7→ B, g : B 7→ R
è a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà A è b � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà B. Òîãäà èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëîâ

limx→a f(x) = b è limy→b g(y) = c ñëåäóåò limx→a g(f(x)) = c. Êàê èñïðàâèòü îøèáêó?

Çàäà÷à 2. Ïóñòü f íå óáûâàåò íà èíòåðâàëå (a, b). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f îãðà-

íè÷åíà ñâåðõó, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë â òî÷êå b ïî ìíîæåñòâó (a, b) (òàêîé ïðåäåë íàçûâàþò

ëåâûì, àíàëîãè÷íî ïðåäåë â òî÷êå a ïî (a, b) íàçûâàþò ïðàâûì). Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî

òî÷åê ðàçðûâà ìîíîòîííîé ôóíêöèè íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî limx→0
sinx
x

= 1 è limx→0(1 + x)
1
x = e.

Ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå A, åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé åãî òî÷êå.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ íà R ôóíêöèé êîíòèíóàëüíî.

Çàäà÷à 5. (a) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî íóëåé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-

òûì ìíîæåñòâîì è âñÿêîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì íóëåé íåêîòîðîé

íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêèõ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ñóùåñòâóåò

íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ðàâíà íóëþ íà îäíîì èç íèõ è åäèíèöå íà äðóãîì.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : R → R òàêîâà, ÷òî f(K) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì äëÿ âñÿêîãî

êîìïàêòà K. Âåðíî ëè, ÷òî f íåïðåðûâíà?

Ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå A, åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0

íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñÿêèõ x, y ∈ A âåðíî |x− y| < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < ε.

Çàäà÷à 7. (a) Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíàÿ íà êîìïàêòå ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíîé. Ïîêàæèòå, ÷òî îò êîìïàêòíîñòè íåëüçÿ îòêàçàòüñÿ.

(b) Ïóñòü f � íåïðåðûâíà íà R è ó íå¼ ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû ïðè x → ±∞.

Äîêàæèòå, ÷òî f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà R.
(ñ) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà R, òî |f(x)| ≤ C + C|x|.
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Çàäà÷à 8. (a) Îïèøèòå âñå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà ïðÿìîé, óäîâëåòâîðÿþùèå òîæ-

äåñòâó f(x+ y) = f(x) + f(y).

(b) Ñóùåñòâóåò ëè ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî èç (a)?

(c) Ìîæíî ëè â ïóíêòå (a) çàìåíèòü íåïðåðûâíîñòü ìîíîòîííîñòüþ?

(d) Ìîæíî ëè â ïóíêòå (a) çàìåíèòü íåïðåðûâíîñòü îãðàíè÷åííîñòüþ f â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè íóëÿ?

Çàäà÷à 9. (a) Ïóñòü f îïðåäåëåíà íà R. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà

ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì îáúåäèíåíèåì çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà F ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ, ó êîòî-

ðîé ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà F .

(c)∗ Äîêàæèòå, ÷òî íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ

ìíîæåñòâîì òî÷åê ðàçðûâà íåêîòîðîé ôóíêöèè.

(d) Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ íà R, íåïðåðûâíàÿ âî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ è ðàç-

ðûâíàÿ âî âñåõ èððàöèîíàëüíûõ?

Òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f èç [0, 1] â [0, 1] èìååò íåïîäâèæíóþ

òî÷êó x: f(x) = x.

Çàäà÷à 11. Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ èç [0, 1] â R, ïðè÷åì f(0) = f(1). Äîêàæèòå,

÷òî äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàéäåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûé îòðåçîê ñ êîíöàìè íà

ãðàôèêå ýòîé ôóíêöèè, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà 1/n. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî l íå èìååò âèä

1/n, òî íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ óêàçàííîãî âûøå âèäà, â ãðàôèê êîòîðîé óæå íåëüçÿ âïèñàòü

ãîðèçîíòàëüíûé îòðåçîê äëèíû l.

Çàäà÷à 12.

(a) (Êàíòîðîâà ëåñòíèöà). Ïîñòðîéòå ìîíîòîííóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ h : [0, 1] →
[0; 1], òàêóþ ÷òî h(0) = 0, h(1) = 1, è h(x) ïîñòîÿííà íà ëþáîì èíòåðâàëå, íå ñîäåðæàùåì

òî÷åê èç êàíòîðîâà ìíîæåñòâà.

Îòîáðàæåíèå γ : [0, 1] 7→ R2, γ(t) = (x(t), y(t)), ãäå x, y � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, íàçû-

âàåòñÿ íåïðåðûâíîé êðèâîé â R2.

(b) (Êðèâàÿ Ïåàíî) Ïîñòðîéòå íåïðåðûâíóþ êðèâóþ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç êàæäóþ

òî÷êó êâàäðàòà [0, 1]× [0, 1].


