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Ëèñòîê 7.

Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn : A 7→ R ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f ïîòî÷å÷íî íà A, åñëè
äëÿ âñÿêîãî x ∈ A âåðíî limn→∞ fn(x) = f(x).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn : A 7→ R ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f ðàâíîìåðíî íà A, åñëè

supx∈A |fn(x)− f(x)| → 0 ïðè n → ∞.
Çàäà÷à 1. (Êðèòåðèé Êîøè) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn ñõîäèòñÿ íà

A ðàâíîìåðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀ε > 0 ∃N òàêîå, ÷òî ∀n,m > N âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî supx∈A |fn(x)− fm(x)| < ε.
Çàäà÷à 2. (Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà) Ïóñòü supx∈A |fn+1(x)− fn(x)| ≤ an è ðÿä

∑
n an ñõî-

äèòñÿ. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê íåêîòîðîé
ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå A. Ïåðåôîðìóëèðóéòå ýòîò ïðèçíàê äëÿ ðÿäîâ (ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâ-
íîìåðíî, åñëè ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì). Ïðèâåäèòå
ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.
Çàäà÷à 3. Èññëåäóéòå ïîòî÷å÷íóþ è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü:
(a) fn(x) = xn − x2n, x ∈ [0, 1], (b) fn(x) = arctgnx, x > 0, (c)

∑∞
n=1 ne

−nx, x > 0.
Çàäà÷à 4. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ Pn òàêîâà, ÷òî degPn ≤ m äëÿ âñåõ n è

Pn ïîòî÷å÷íî ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f íà îòðåçêå [0, 1]. Äîêàæèòå, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ
ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè íå âûøå m è Pn ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê f íà [0, 1].
Çàäà÷à 5. (a) Ïóñòü ôóíêöèè fn íåïðåðûâíû ïî A â òî÷êå a ∈ A è ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî

ê ôóíêöèè f íà A. Òîãäà ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà ïî A â òî÷êå a. Ïîêàæèòå íà ïðèìåðå,
÷òî äëÿ ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè ýòî óòâåðæäåíèå íå âûïîëíÿåòñÿ.

(b) Ïóñòü ôóíêöèè fn íåïðåðûâíû íà R è ñõîäÿòñÿ ïîòî÷å÷íî ê ôóíêöèè f . Äîêàæèòå,
÷òî ó ôóíêöèè f ìíîæåñòâî òî÷åê íåïðåðûâíîñòè âñþäó ïëîòíî.
Çàäà÷à 6. Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [0,+∞). Âåðíî ëè, ÷òî limx→+∞ f(x) = 0,

åñëè (a) f(x+ n) → 0 äëÿ êàæäîãî x ≥ 0, (b) f(nx) → 0 äëÿ êàæäîãî x ≥ 0?
Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé fn(x) = sinnx íà îòðåçêå [0, 1]

íåëüçÿ âûáðàòü ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Çàäà÷à 8. (Òåîðåìà Õåëëè) Äîêàæèòå, ÷òî èç ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé íà îòðåçêå ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ìîíîòîííûõ ôóíêöèé ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ
ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ.
Çàäà÷à 9. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ ìîíîòîííûõ íà îòðåçêå ôóíêöèé ïî-

òî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.
Çàäà÷à 10. (ïðèçíàê Äèíè) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå ôóíê-

öèé â êàæäîé òî÷êå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ è ïîòî÷å÷íî
ñõîäèòñÿ ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî.
Çàäà÷à 11. Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [0, 1] ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì ëîìàííûå ñ

âåðøèíàìè â òî÷êàõ (ri, f(ri)), ãäå 0 = r0 < r1 < . . . < rN = 1 � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà èç
îòðåçêà [0, 1]. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèþ f ìîæíî ðàâíîìåðíî ïðèáëèçèòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ ëîìàííûõ òàêîãî âèäà.
Çàäà÷à 12. (Òåîðåìà Àðöåëà-Àñêîëè) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâ-

íûõ ôóíêöèé {fn} íà îòðåçêå [0, 1] òàêîâà, ÷òî (i) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} ðàâíîìåð-
íî îãðàíè÷åíà, (ii) ∀ε > 0 ∃δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x, y ∈ [0, 1] è âñåõ n âåðíî
|x− y| < δ =⇒ |fn(x)− fn(y)| < ε (ôóíêöèè fn ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíû).
Òîãäà èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ñõî-

äèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [0, 1] ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.
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