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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. óÔÁÔÓÕÍÍÁ ÍÏÄÅÌÉ ðÏÔÔÓÁ.

ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ (ÐÅÔÌÉ É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÒÅÂÒÁ ÒÁÚÚÒÅÛÁÀÔÓÑ), V (G) É E(G)
| ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ É ÒÅÂÅÒ, q | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, v | ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ.
ðÕÓÔØ f | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V (G) → {1; : : : ; q} (Ô.Å. \ÒÁÓËÒÁÓËÁ" ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ × q Ã×ÅÔÏ×), É m(f)
| ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ (ab) ∈ E(G) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ f(a) = f(b). æÕÎËÃÉÅÊ ðÏÔÔÓÁ ÇÒÁÆÁ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ
ZG(q; v) = ∑

f vm(f).
ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ G | ÇÒÁÆ Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ É ÂÅÚ ÒÅÂÅÒ. ôÏÇÄÁ m(f) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f , É ZG(q; v) = qn.
ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ G | ×ÅÒÛÉÎÙ a É b, ÓÏ×ÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÒÅÂÒÏÍ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ q ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : {a; b} →
{1; : : : ; q} ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ f(a) = f(b) É q(q− 1) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : {a; b} → {1; : : : ; q} ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ f(a) 6= f(b). ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ZG(q; v) = q(q − 1) + qv.

ðÕÓÔØ e ∈ E(G) | ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ G. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ G \ e ÇÒÁÆ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ G ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÒÅÂÒÁ e, Á G=e
| ÇÒÁÆ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅÍ ÒÅÂÒÁ e. ïÂÁ ÇÒÁÆÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ G; ÅÓÌÉ e ÎÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÔÌÅÊ, ÔÏ ÇÒÁÆ G=e ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁËÖÅ É ÎÁ ÏÄÎÕ ×ÅÒÛÉÎÕ ÍÅÎØÛÅ.
ôÅÏÒÅÍÁ 1. æÕÎËÃÉÑ ðÏÔÔÓÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ ZG(q; v) = ZG\e(q; v) + (v − 1)ZG=e(q; v). åÓÌÉ
e | ÐÅÔÌÑ, ÔÏ ZG\e(q; v) = ZG=e(q; v) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ZG(q; v) = vZG\e(q; v). åÓÌÉ ÒÅÂÒÏ e | ÐÅÒÅÛÅÅË
(Ô.Å. ÇÒÁÆ G \ e ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÏÌØÛÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, ÞÅÍ G), ÔÏ ZG\e(q; v) = qZG=e(q; v), ÔÁË ÞÔÏ
ZG(q; v) = (q + v − 1)ZG=e(q; v).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ a É b | ËÏÎÃÙ ÒÅÂÒÁ e. òÁÚÏÂØÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ M(G) def= {f : V (G) →
{1; : : : ; q}} ÎÁ Ä×Á ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á: M=(G) = {f | f(a) = f(b)} É M6=(G) = {f | f(a) 6= f(b)}. ïÞÅ×ÉÄ-
ÎÏ, ZG(q; v) = ∑

f∈M=(G) qm(f) + ∑
f∈M 6=(G) qm(f), Á ÐÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÒÁ×ÎÏ vZG=e(q; v). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

ZG\e(q; v) = ∑
f∈M=(G\e) qm(f) + ∑

f∈M 6=(G\e) qm(f); ÚÄÅÓØ ÐÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÒÁ×ÎÏ ZG=e(q; v), Á ×ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÎÏ
×ÔÏÒÏÍÕ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍÕ × ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ZG(q; v). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ZG(q; v) = vZG=e(q; v) +ZG\e(q; v)−ZG=e(q; v) =
ZG\e(q; v) + (v − 1)ZG=e(q; v).

÷ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ: ÅÓÌÉ e | ÐÅÔÌÑ, ÔÏ ÇÒÁÆÙ G \ e É G=e ÏÄÉÎÁËÏ×Ù.
äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÒÅÔØÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á MG\e = {f : V (G \ e) →

{1; : : : ; q}} ÒÁÓËÒÁÓÏË ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G\e × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï MG=e ÒÁÓËÒÁÓÏË ÇÒÁÆÁ G=e. ðÕÓÔØ a É
b | ËÏÎÃÙ ÒÅÂÒÁ e; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Gb ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁG\e, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ b, Á Ga = (G\e)\Gb
| ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ. ÷ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G=e | ÜÔÏ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ G\e, ËÒÏÍÅ a É b, ÐÌÀÓ ÎÏ×ÁÑ
×ÅÒÛÉÎÁ x, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÓÌÉÑÎÉÅÍ a É b. óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÒÁÓËÒÁÓËÅ f ∈ MG\e ÒÁÓËÒÁÓËÕ �(f) ∈ MG=e ÐÏ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ:

�(f)(c) =





f(c) c ∈ Ga;
f(a); c = x;
f(c) + f(b)− f(a) mod q; c ∈ Gb:

ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, m(f) = m(�(f)), É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÉ  ∈ MG=e ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ q ÒÁÓËÒÁ-
ÓÏË f ∈ MG\e ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ  = �(f) (ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ f ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ f(b)). ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÒÅÔØÅ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. æÕÎËÃÉÑ ðÏÔÔÓÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ q É v; ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÐÏ q ÒÁ×ÎÁ ËÏÌÉÞÅ-
ÓÔ×Õ ×ÅÒÛÉÎ n = #V (G) × ÇÒÁÆÅ G, Á ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏ v | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÒÅÂÅÒ m = #E(G).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ G, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÐÅÔÌÑÍÉ. åÓÌÉ
ÔÁËÉÈ ÒÅÂÅÒ ÎÅÔ, É ÇÒÁÆ G ÓÏÄÅÒÖÉÔ n ×ÅÒÛÉÎ É m ÒÅÂÅÒ-ÐÅÔÅÌØ, ÔÏ ZG(q; v) = qnvm, ÔÁË ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ
ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ. åÓÌÉ ÖÅ e | ÒÅÂÒÏ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÅÔÌÅÊ, ÔÏ ÇÒÁÆÙ G \ e É G=e ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÍÅÎØÛÅ
ÒÅÂÅÒ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÐÅÔÌÑÍÉ, ÞÅÍ G. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ
ZG\e(q; v) É ZG=e(q; v); ÔÅÐÅÒØ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ZG(q; v) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ZG=e(q; v) ÐÏ v ÒÁ×ÎÁ m−1. óÔÁÒÛÉÊ ÐÏ v ÞÌÅÎ ZG=e(q; v)
ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ A(q)vm−1, ÇÄÅ A(q) | ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔ v × ÓÔÅÐÅÎÉ, ÍÅÎØÛÅÊ
m − 1. óÔÅÐÅÎØ ÐÏ v ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ZG\e(q; v) ÒÁ×ÎÁ m − 1. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÔÁÒÛÉÊ ÐÏ v ÞÌÅÎ ZG(q; v) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
A(q)vm, É ÓÔÅÐÅÎØ ZG(q; v) ÐÏ v ÒÁ×ÎÁ m. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÓÔÁÒÛÉÊ ÐÏ q ÞÌÅÎ
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ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ZG\e(q; v) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ qnB(v), Á ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÄÅÎÁ ZG=e(q; v) ÐÏ q ÒÁ×ÎÁ n − 1. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ
qnB(v) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍ ÐÏ q ÞÌÅÎÏÍ ÔÁËÖÅ É ZG(q; v), É ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏ q ÒÁ×ÎÁ n. ¤

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ f : V (G) → {1; : : : ; q} ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �(f) ÐÏÄÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ G, × ËÏÔÏÒÙÊ ×ÈÏÄÑÔ ÒÏ×ÎÏ ÔÅ
ÒÅÂÒÁ e = (ab), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(a) = f(b). ôÁËÏÊ ÐÏÄÇÒÁÆ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÍ: ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÅÂÒÁ
(ab) É (bc), ÔÏ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ÒÅÂÒÏ (ac) (× ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÞÔÏ × ÇÒÁÆÅ G ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÒÅÂÒÏ);
ÌÀÂÏÊ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÊ ÐÏÄÇÒÁÆ � ⊂ G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �(f) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ f .

ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ðÏÔÔÓÁ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ: Z(q; v) = ∑
f

∏
(ab)∈E(G)(1 + (v −

1)�(f(a); f(b))), ÇÄÅ � | ÓÉÍ×ÏÌ ëÒÏÎÅËÅÒÁ: �(x; y) = 1 ÐÒÉ x = y É �(x; y) = 0 ÐÒÉ x 6= y. ôÅÐÅÒØ ÉÍÅÅÍ

Z(q; v) =
∑

f

∑

�⊂�(f)
(v − 1)#E(�) =

∑

�⊂E(G) ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÅÎ
#{f | �(f) = �}

∑

�⊂�
(v − 1)#E(�) =

=
∑

�⊂E(G)
(v − 1)#E(�)#{f | f ÐÏÓÔÏÑÎÅÎ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ �} =

=
∑

�⊂E(G)
q�0(�)(v − 1)#E(�);

ÚÄÅÓØ �0(�) | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ � (ÅÇÏ 0-Å ÞÉÓÌÏ âÅÔÔÉ).
ðÕÓÔØ S | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, Á E : S → R

| ÆÕÎËÃÉÑ; E(�) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÎÅÒÇÉÅÊ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ � ∈ S. óÔÁÔÓÕÍÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ Z(�) =∑
�∈S e−�E(�). ÷ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÒÅÂÙ×ÁÅÔ × ÓÏÓÔÏÑ-

ÎÉÉ �, ÒÁ×ÎÁ e−�E(�)=Z(�); ÐÁÒÁÍÅÔÒ T def= 1=� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (ÉÚÍÅÒÅÎÎÏÊ × ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ
ÅÄÉÎÉÃÁÈ). äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : S → R ÅÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ 〈f〉 def= 1

Z(�)
∑
�∈S f(�)e−�E(�);

ÎÁÐÒÉÍÅÒ, 〈E〉 = 1
Z(�)

∑
�∈S E(�)e−�E(�) = −Z′(�)

Z(�) = − d
d� lnZ(�).

÷ ÆÉÚÉËÅ Ô×ÅÒÄÏÇÏ ÔÅÌÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÍÏÄÅÌØ ÆÅÒÒÏÍÁÇÎÉÔÎÏÇÏ ËÒÉÓÔÁÌÌÁ. ðÕÓÔØ × ËÁÖÄÏÊ
×ÅÒÛÉÎÅ ÇÒÁÆÁG (ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÒÉÓÔÁÌÌÉÞÅÓËÕÀ ÒÅÛÅÔËÕ | ÒÁÚÎÕÀ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ
ËÒÉÓÔÁÌÌÏ×) ÐÏÍÅÝÅÎÁ ÞÁÓÔÉÃÁ, ÎÁÈÏÄÑÝÁÑÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ q ∈ Z≥0 ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ (ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÐÉÎÁ). åÓÌÉ Ä×Å
ÞÁÓÔÉÃÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÓÏÓÅÄÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ (Ô.Å. ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÒÅÂÒÏÍ) É ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
ÓÐÉÎÁ, ÔÏ ÏÎÉ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ, É ÜÔÏÍÕ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ J . þÁÓÔÉÃÙ
Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÐÉÎÁÍÉ ÎÅ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ (ÐÒÉÞÉÎÙ ÜÔÏÇÏ ÓÍ. × ÌÀÂÏÍ ËÕÒÓÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ); ÅÓÌÉ
×ÅÒÛÉÎÙ ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ, ÔÏ ÞÁÓÔÉÃÙ × ÜÔÉÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÔÏÖÅ ÎÅ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÓÐÉÎÏ×
(ÍÏÄÅÌØ \ÂÌÉÚËÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ"; × ÒÅÁÌØÎÙÈ ËÒÉÓÔÁÌÌÁÈ ÞÁÓÔÉÃÙ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ÎÅ × ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÑÞÅÊËÁÈ, ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ
ÓÌÉÛËÏÍ ÄÁÌÅËÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÜÎÅÒÇÉÅÊ ÉÈ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÎÅÂÒÅÞØ).

ôÅÐÅÒØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ | ÎÁÂÏÒ ÓÐÉÎÏ× ÞÁÓÔÉÃ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : V → {1; : : : ; q}. üÎÅÒÇÉÑ
ÔÁËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÁ Jm(f), ÇÄÅ, ÎÁÐÏÍÎÉÍ, m(f) | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ (ab) ÇÒÁÆÁ G ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ f(a) =
f(b). ôÅÐÅÒØ ÓÔÁÔÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ ZG(�) = ∑

f e−�Jm(f) = ∑
f vm(f) = Z(q; v), ÇÄÅ v = e−�J .

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ n(G) def= #V (G) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ É k(G) def= �0(G) | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ
G. íÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ôÁÔÔÁ ÇÒÁÆÁ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ

TG(x; y) def= 1
(x− 1)k(G)(y − 1)n(G)ZG((x− 1)(y − 1); y)

ôÅÏÒÅÍÁ 2. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ôÁÔÔÁ ÇÒÁÆÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×ÁÍÉ:

(1) TG(x; y) =





xTG=e(x; y); ÅÓÌÉ e | ÐÅÒÅÛÅÅË;
yTG=e(x; y); ÅÓÌÉ e | ÐÅÔÌÑ;
TG\e(x; y) + TG=e(x; y) × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (1). ðÕÓÔØ e | ÐÅÒÅÛÅÅË; ÔÏÇÄÁ #V (G=e) = #V (G)−1 = n−1
É �0(G=e) = �0(G) = k. ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

TG(x; y) = 1
(x− 1)k(y − 1)nZG((x− 1)(y − 1); y) =

= (x− 1)(y − 1) + y − 1
y − 1

1
(x− 1)k(y − 1)n−1ZG=e((x− 1)(y − 1); y) = xTG=e(x; y):

ðÕÓÔØ e | ÐÅÔÌÑ; ÔÏÇÄÁ #V (G=e) = #V (G) = n É �0(G=e) = �0(G) = k. éÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ
1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

TG(x; y) = 1
(x− 1)k(y − 1)nZG((x− 1)(y − 1); y) = y 1

(x− 1)k(y − 1)nZG=e((x− 1)(y − 1); y) = yTG=e(x; y):



÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ e ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÔÌÅÊ, ÔÁË ÞÔÏ #V (G \ e) = n É #V (G=e) = n − 1. ôÁËÖÅ e ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÅÒÅÛÅÊËÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ �0(G=e) = �0(G \ e) = �0(G) = k. éÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ,
ÞÔÏ

TG(x; y) = 1
(x− 1)k(y − 1)nZG((x− 1)(y − 1); y) =

= 1
(x− 1)k(y − 1)nZG\e((x− 1)(y − 1); y) + y − 1

(x− 1)k(y − 1)nZG=e((x− 1)(y − 1); y) =

= TG\e(x; y) + TG=e(x; y):
ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÓÔØ TG ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (1) ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÒÅÂÅÒ. âÁÚÕ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÔ

ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ TG(x; y) = 1, ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ G ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÂÅÒ. ûÁÇ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
ÔÅÏÒÅÍÅ 1. ¤

îÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ðÏÔÔÓÁ (É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ôÁÔÔÁ) ÉÍÅÀÔ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÓÍÙÓÌ:
ðÒÉÍÅÒ 3. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ ðÏÔÔÓÁ, ÞÉÓÌÏ ZG(q; 0) = (−1)n+kqkTG(q−1; 0) ÐÒÉ ÃÅÌÏÍ ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌØÎÏÍ q ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÒÁÓËÒÁÓÏË ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G × q Ã×ÅÔÏ× ÔÁË, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÒÅÂÒÏÍ,
ÏËÒÁÛÅÎÙ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ Ã×ÅÔÁ. üÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÇÒÁÆÁ G.

ðÒÉÍÅÒ 4. ÷ÅÌÉÞÉÎÁ sn−kTG(1 + 1=s; 1) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÏ s ×ÉÄÁ FG(s) = ∑n−k
i=0 Fi(G)si, ÇÄÅ Fi(G) | ËÏÌÉÞÅ-

ÓÔ×Ï ÏÓÔÏ×ÎÙÈ ÌÅÓÏ× ÇÒÁÆÁ G, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÒÏ×ÎÏ i ÒÅÂÅÒ (É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, n − i ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÒÅÂÅÒ × ÇÒÁÆÅ G.

÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÅÓÌÉ G ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÅÂÅÒ, ÔÏ TG(x; y) = 1 É k = n, ÏÔËÕÄÁ FG(s) = 1, É ÔÅÏÒÅÍÁ ×ÅÒÎÁ.
÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÐÕÓÔØ e | ÐÅÔÌÑ × G. ôÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ É ËÏÌÉÅÓÔ×Ï ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ × ÇÒÁÆÁÈ G

É G=e ÏÄÉÎÁËÏ×Ï, Á ÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ôÁÔÔÁ Ó×ÑÚÁÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ TG(x; y) = yTG=e(x; y). ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
FG(s) = sn−kTG(1 + 1=s; 1) = sn−kTG=e(1 + 1=s; 1) = FG=e(s). ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÆ G=e ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÅÎØÛÅ ÒÅÂÅÒ,
ÞÅÍ G, ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ×ÅÒÎÁ: FG(s) = FG=e(s) = ∑

i Fi(G=e)si. éÚ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Fi(G) = Fi(G=e)
(ÏÓÔÏ×ÎÙÊ ÌÅÓ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÐÅÔÌÀ e) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ e | ÐÅÒÅÛÅÅË × G. ïÓÔÏ×ÎÙÊ ÌÅÓ × G ÐÏÓÌÅ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÑ ÒÅÂÒÁ e ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÏÓÔÏ×ÎÙÊ
ÌÅÓ × G=e É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ×ÓÑËÉÊ ÏÓÔÏ×ÎÙÊ ÌÅÓ Ó i ÒÅÂÒÁÍÉ × G=e ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅÍ ÒÅÂÒÁ e × Ä×ÕÈ
ÏÓÔÏ×ÎÙÈ ÌÅÓÁÈ × G: ÏÄÉÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÅÂÒÏ e É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ i + 1 ÒÅÂÅÒ, Á ×ÔÏÒÏÊ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ e É ÓÏÓÔÏÉÔ
ÉÚ i ÒÅÂÅÒ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Fi(G=e) = Fi(G) + Fi+1(G). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, F (G) = sn−kTG(1 + 1=s; 1) =
(1+1=s)s ·sn−1−kTG=e(1+1=s; 1) = (s+1)TG=e(1+1=s; 1) = (s+1) ∑

i Fi(G=e)si (ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ)
= ∑

i(Fi(G=e) + Fi−1(G=e))si = ∑
i Fi(G)si.

÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÕÓÔØ e | ÒÅÂÒÏ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÎÉ ÐÅÔÌÅÊ, ÎÉ ÐÅÒÅÛÅÊËÏÍ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ ÏÓÔÏ×ÎÙÅ
ÌÅÓÁ ÉÚ i ÒÅÂÅÒ × ÇÒÁÆÅ G ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ÇÒÕÐÐÙ: ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÒÅÂÒÏ e É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ. ìÅÓÁ ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ
ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÌÅÓÁÍÉ ÉÚ i ÒÅÂÅÒ × ÇÒÁÆÅ G \ e, Á ÌÅÓÁ ÐÅÒ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ
| Ó ÏÓÔÏ×ÎÙÍÉ ÌÅÓÁÍÉ ÉÚ (i − 1) ÒÅÂÅÒ × ÇÒÁÆÅ G=e. ïÔÓÀÄÁ Fi(G) = Fi(G \ e) + Fi−1(G=e). ó ÄÒÕÇÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÙ, FG(s) = sn−kTG(1 + 1=s; 1) = sn−kTG\e(1 + 1=s; 1) + s · sn−1−kTG=e(1 + 1=s; 1) = FG\e(s) + sFG=e(s) =∑
i(Fi(G \ e) + Fi−1(G=e))si, ÏÔËÕÄÁ É ×ÙÔÅËÁÅÔ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.
÷ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ×ÏÚÍÏÖÎÁ ÄÁÌØÎÅÊÛÁÑ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÑ. ðÏÌÁÇÁÑ s = 1, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ

ÏÓÔÏ×ÎÙÈ ÌÅÓÏ× × ÇÒÁÆÅ G ÒÁ×ÎÏ TG(2; 1). åÓÌÉ ÇÒÁÆ G Ó×ÑÚÎÙÊ, ÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ sn−1 × ÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÅ FG ÒÁ×ÅÎ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÏÓÔÏ×ÎÙÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× × G. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ | ÓÔÁÒÛÉÊ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÓÔÏ×ÎÙÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× × G ÒÁ×ÎÏ lims→∞ FG(s)=sn−1 = TG(1; 1).

ðÒÉÍÅÒ 5. ðÕÓÔØ ÇÒÁÆG Ó×ÑÚÅÎ. ôÏÇÄÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ sn−1TG(1; 1+s) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÏ s ×ÉÄÁ CG(s) = ∑#E(G)
i=n−1 Ci(G)si,

ÇÄÅ Ci(G) | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ó×ÑÚÎÙÈ ÐÏÄÇÒÁÆÏ× ÇÒÁÆÁ G, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ i ÒÅÂÅÒ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÒÅÂÅÒ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÐÒÉÍÅÒÕ 4, É ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å

ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ (ÕËÁÚÁÎÉÅ: ÐÅÒÅÛÅÅË ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÀÂÏÍÊ Ó×ÑÚÎÏÍÕ ÐÏÄÇÒÁÆÕ; ÎÁÌÉÞÉÅ ÉÌÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÐÅÔÌÉ
ÎÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ).

ðÏÌÁÇÁÑ s = 1, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ó×ÑÚÎÙÈ ÐÏÄÇÒÁÆÏ× Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÒÁ×ÎÏ TG(1; 2).
ðÒÉÍÅÒ 6. ðÕÓÔØ G | Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó m = #E(G) ÒÅÂÒÁÍÉ, É 0 ≤ p ≤ 1. çÒÁÆ ÐÏÄ×ÅÒÇÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅ-
ÍÕ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ: ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÒÅÂÅÒ, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ, Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1 − p ÏÓÔÁÅÔÓÑ
ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ, Á Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p ÒÁÚÒÙ×ÁÅÔÓÑ (ÕÄÁÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÇÒÁÆÁ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ RG(p) ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ,
ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÊÓÑ ÐÏÓÌÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÇÒÁÆ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ RG(p) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ
RG(p) = pm−n+1(1− p)n−1TG(1; 1=p).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÅÂÒÏ e ∈ G, É ÐÕÓÔØ ×ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏ ÎÅ ÐÅÔÌÑ É ÎÅ ÐÅÒÅÛÅÅË. ôÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÎÁÑ
×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ, ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ e ÒÁÚÏÒ×ÁÎÏ, ÒÁ×ÎÁ RG\e(p), Á ÕÓÌÏ×ÎÁÑ
×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ e ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ, ÒÁ×ÎÁ RG=e(p). éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÏÌÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ
ÔÏÇÄÁ, ÞÔÏ RG(p) = pRG\e(p)+(1−p)RG=e(p). åÓÌÉ e | ÐÅÒÅÛÅÅË, ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÔÏÌØËÏ ÇÒÁÆ
G\e ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅÓ×ÑÚÎÙÊ, ÔÁË ÞÔÏ RG\e(p) = 0 É RG(p) = (1−p)RG=e(p). åÓÌÉ e | ÐÅÔÌÑ, ÔÏ ÅÅ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅ ÉÌÉ



ÕÄÁÌÅÎÉÅ ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ÇÒÁÆÁ, ÔÁË ÞÔÏ RG(p) = RG=e(p). äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ
ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÒÅÂÅÒ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÐÒÉÍÅÒÁÍ 4 É 5.
ðÒÉÍÅÒ 7. âÕÄÅÍ ÄÁ×ÁÔØ ÒÅÂÒÁÍ ÇÒÁÆÁ G ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ (= ÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ ÓÔÒÅÌËÉ); ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ × ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÃÉËÌÙ,
Ô.Å. ÎÅÌØÚÑ ÐÒÏÊÔÉ ÐÏ ÓÔÒÅÌËÁÍ É ×ÅÒÎÕÔØÓÑ × ÉÓÈÏÄÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ AG ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÁÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ
ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÊ G; ÔÁË, AG = 0, ÅÓÌÉ × G ÉÍÅÀÔÓÑ ÐÅÔÌÉ.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÁÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÊ ÇÒÁÆÁ G ÒÁ×ÎÏ AG = TG(2; 0). ðÕÓÔØ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ,
e | ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ G. åÓÌÉ ÒÅÂÒÏ e | ÐÅÔÌÑ, ÔÏ AG = 0. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ e | ÐÅÒÅÛÅÅË. ôÏÇÄÁ ÞÅÒÅÚ e ÎÅ
ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÎÉ ÏÄÉÎ ÃÉËÌ × ÇÒÁÆÅ G (ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÌÉ ÎÁ ×ÓÅÈ ÒÅÂÒÁÈ ÇÒÁÆÁ G \ e ÕÖÅ
ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÓÔÒÅÌËÉ, É ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ ÎÅÔ, ÔÏ ÎÁ ÒÅÂÒÅ e ÓÔÒÅÌËÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÃÉËÌ ÎÅ ×ÏÚÎÉËÎÅÔ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ËÏÇÄÁ e | ÐÅÒÅÛÅÅË, AG = 2AG\e.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ e | ÎÅ ÐÅÔÌÑ É ÎÅ ÐÅÒÅÛÅÅË; ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÇÒÁÆÅ G ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ
ËÏÎÃÙ a É b ÒÅÂÒÁ e É ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ e. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÇÒÁÆÁ G \ e ÄÅÌÑÔÓÑ
ÎÁ Ä×Á ËÌÁÓÓÁ. äÌÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÊ ÐÅÒ×ÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ a É b É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ ÎÁ
ÜÔÏÍ ÐÕÔÉ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ × ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÕ (ÓËÁÖÅÍ, ÏÔ a Ë b). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ
ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÊ ÒÅÂÒÁ e ÏÄÎÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÏÑ×ÌÅÎÉÀ × ÇÒÁÆÅ G ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ, Á ÄÒÕÇÁÑ ÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ.
äÌÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÊ G \ e ×ÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÐÕÔÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÍ a É b, ÉÍÅÀÔÓÑ ËÁË ÒÅÂÒÁ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ-
×ÁÎÎÙÅ ÏÔ a Ë b, ÔÁË É ÒÅÂÒÁ Ó ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÒÅÂÒÁ e ÄÏÐÕÓÔÉÍÙ (ÎÅ
ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÐÏÑ×ÌÅÎÉÀ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ × G).

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ × G \ e ÚÁÄÁÎÁ ÁÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ, ÔÏ ÅÓÌÉ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÒÅÂÒÏ e
É ÓÔÑÎÕÔØ ÅÇÏ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÁÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÇÒÁÆÁ G=e; ÏÂÒÁÔÎÏ, ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÁÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÏÒÉ-
ÅÎÔÁÃÉÉ G=e ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÁÃÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ G \ e ×ÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÁÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÊ G \ e ×ÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÒÁ×ÎÏ AG=e, ÐÅÒ×ÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ | AG\e−AG=e, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (ÄÌÑ ÒÅÂÒÁ e | ÎÅ ÐÅÔÌÉ É ÎÅ ÐÅÒÅÛÅÊËÁ) AG = AG\e −AG=e + 2AG=e = AG\e +AG=e.

äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á AG = TG(2; 0) ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÒÅÂÅÒ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
ÐÒÉÍÅÒÕ 4.
ðÒÉÍÅÒ 8. TG(0; 2) ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ×ÐÏÌÎÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÊ ÇÒÁÆÁ G, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÉÈ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ
ÓÔÒÅÌËÉ ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ×ÈÏÄÉÔ × ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÃÉËÌ.
ðÒÉÍÅÒ 9. TG(1; 0) ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÁÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÊ ÇÒÁÆÁ G, ÉÍÅÀÝÉÈ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ×ÅÒÛÉÎÕ-ÉÓÔÏÞÎÉË,
ÔÏ ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÕ, × ËÏÔÏÒÕÀ ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ ÎÉ ÏÄÎÁ ÓÔÒÅÌËÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. äÏËÁÖÉÔÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÉÍÅÒÏ× 8 É 9.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ TG(−1;−1) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ,
ÓÔÅÐÅÎØÀ Ä×ÏÊËÉ. þÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÓÔÅÐÅÎÉ?

óÉÔÕÁÃÉÑ q = 2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌØÀ éÚÉÎÇÁ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÄÏÂÎÅÅ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÐÉÎ f(i) ÁÔÏÍÁ × ×ÅÒÛÉ-
ÎÅ i ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1 É −1 (ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ | 1=2 É −1=2, ÎÏ ÎÁÍ ÜÔÏ ÎÅ ×ÁÖÎÏ). ðÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ ×ÎÅÛÎÅÇÏ
ÍÁÇÎÉÔÎÏÇÏ ÐÏÌÑ h ÁÔÏÍ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ Ó ÎÉÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÜÎÅÒÇÉÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÔÅÐÅÒØ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
E(f) = J ∑

(ab)∈E(G) �(f(a); f(b)) + h∑
c∈V (G) f(c).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÕÀ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÓÕÍÍÕ MG(�; J; h) = ∑
f e−�E(f) Ó

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ðÏÔÔÓÁ ZG(2; v).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. äÌÑ ÇÒÁÆÁ-ÃÅÐÏÞËÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ n ×ÅÒÛÉÎ 0; 1; : : : ; n−1, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ
ÒÅÂÒÁÍÉ, ÎÁÊÄÉÔÅ Á) ZG(q; �), Â) MG(�; J; h), ×) ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 〈E〉 ÜÎÅÒÇÉÉ (× ÍÏÄÅÌÉ éÚÉÎÇÁ Ó ÍÁÇÎÉÔÎÙÍ
ÐÏÌÅÍ h), Ç) ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 〈f(k)〉 ÓÐÉÎÁ × ÄÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ k ∈ {0; : : : ; n−1} (× ÔÏÊ ÖÅ ÍÏÄÅÌÉ). éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ
ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÐÒÉ T → +0 É T → +∞ (� → +∞ É � → +0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ), Á ÔÁËÖÅ
ÐÒÉ h → 0. Ä) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÒÅÄÎÀÀ ÓÐÏÎÔÁÎÎÕÀ ÎÁÍÁÇÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ × ÄÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ k, Ô.Å. ×ÅÌÉÞÉÎÕ M =
limh→+0 limn→∞〈f(k)〉.

éÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÐÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ 〈f(k)〉 ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ n ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ h ÎÅÞÅÔÎÏ, É ÐÏÜÔÏÍÕ
ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ h→ 0. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÏÔ×ÅÔ × ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÉ 2.4Ä ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. üÔÏ Ñ×ÌÑÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÆÅÒÒÏÍÁÇÎÅÔÉÚÍÏÍ.


