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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. äÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÓÏ Ó×ÑÚÎÏÓÔØÀ É ÍÅÔÒÉËÏÊ.

äÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ ÓÏ Ó×ÑÚÎÏÓÔØÀ É ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ. éÍÅÅÔÓÑ
ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ 1; : : : ; n É ÂÅÚ ÐÅÔÅÌØ; ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÒÅÂÒÁ ÒÁÚÒÅÛÁÀÔÓÑ (Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ
ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÎÉÍ ÒÅÂÒÏÍ). ëÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ d ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ×ÅÓ cd ∈ R. ÷ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ
i ÇÒÁÆÁ ÐÏÍÅÓÔÉÍ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Vi. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁ d Ó ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ,
ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ i É j, ÚÁÄÁÄÉÍ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ 'd : Vi → Vj (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ),
ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ×ÄÏÌØ ÒÅÂÒÁ d. þÉÓÌÏ 'd ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÒÅÂÒÁ É
ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÎÏÅ (1='d) ÐÒÉ ÓÍÅÎÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ. åÓÌÉ d1; d2; : : : ; dm | ÒÅÂÒÁ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÐÕÔØ � × ÇÒÁÆÅ
(ÔÁË ÞÔÏ d1 = (i1; i2), d2 = (i2; i3) É Ô.Ä.), ×ÅÌÉÞÉÎÁ '�

def= 'd1 : : : 'dm (ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ
ÐÅÒÅÎÏÓÁ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÐÅÒÅÎÏÓÁ '� ×ÄÏÌØ ÐÕÔÉ �; ÅÓÌÉ ÐÕÔØ ÜÔÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÃÉËÌ | ÔÏ
ÇÏÌÏÎÏÍÉÅÊ. ðÒÉ ÓÍÅÎÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÃÉËÌÁ ÇÏÌÏÎÏÍÉÑ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÎÕÀ.

ðÕÓÔØ u1; : : : ; un | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × Rn. ÷ÅËÔÏÒ v = ∑n
i=1 viui ∈ Rn ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË

ÓÅÞÅÎÉÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ (vi ∈ R = Vi | ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ × ×ÅÒÛÉÎÅ i). ïÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ
� : Rn → Rn ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

�(v) =
n∑

i=1
ui

∑

d=(i;j)
cd(vi − '−1

d vj):

éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ �(v) × ×ÅÒÛÉÎÅ i ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ ÐÏ ×ÓÅÍ ÒÅÂÒÁÍ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ i Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ
ÉÚ ËÏÎÃÏ×; ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÒÁ×ÎÏ ×ÅÓÕ ÒÅÂÒÁ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÍÕ ÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ×ÅÒÛÉÎÅ i ÓÁÍÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ v É
ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÐÅÒÅÎÅÓÅÎÎÏÇÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ j ÎÁ ÄÒÕÇÏÍ ËÏÎÃÅ ÒÅÂÒÁ.

ïÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ëÏÛÉ{âÉÎÅ ÉÚ ÌÅËÃÉÉ 4 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.
ðÕÓÔØ N | ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ × ÇÒÁÆÅ. ïÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍ ÒÅÂÒÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÏËÏÎÞÁ-
ÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ); ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ d, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÍÕ ×ÅÒÛÉÎÙ i É j, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ �d = ui − 'duj
É ed = ui − '−1

d uj . ðÏÌÏÖÉÍ P (x1; : : : ; xN ) = ∑
d cdxd; ÎÅÓÌÏÖÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ!), ÞÔÏ

P (M�1;e1 ; : : : ;M�N ;eN ) = � (ÚÄÅÓØ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ u1; : : : ; un | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ).
ôÅÐÅÒØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ � ÒÁ×ÎÙ

�k =
∑

F
cd1 : : : cdk detA(F );

ÇÄÅ F | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ 1; : : : ; n É ÒÅÂÒÁÍÉ d1; : : : ; dk, Á ÍÁÔÒÉÃÁ A(F ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÏ× (�dp ; edq ), p; q = 1; : : : ; k. ôÁËÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ G(�d1 ; : : : ; �dk ; ed1 ; : : : ; edk) (ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ).

ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ F ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÅÂÒÁ (i; j) É (j; `), ÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ËÏ×ÅËÔÏÒÙ �ij = ui − 'ijuj É �j` =
uj − 'j`u` É ×ÅËÔÏÒÙ eij = ui − 'jiuj É ej` = uj − '`ju`. úÁÍÅÎÉÍ �jl ÎÁ �′j`

def= �ij + 'ij�j` = ui − 'ij'j`u`,
Á ej` | ÎÁ e′j`

def= eij + 'jiej` = ui − 'ji'`ju`. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ detG(: : : ; �ij ; �′j`; : : : ; : : : ; eij ; e′j`; : : : ) =
'ij'ji detG(: : : ; �ij ; �j`; : : : ; : : : ; eij ; ej`; : : : ) = detA(F ).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ F ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÕÔØ �, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÒÅÂÅÒ d1 = (i1; i2); d2 = (i2; i3); : : : ; dm =
(im; im+1), ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ×ÅÒÛÉÎÕ u1 Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ um+1, ÔÏ, ÐÏ×ÔÏÒÑÑ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ m ÒÁÚ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ
�dm É edm ÎÁ �′dm = u1−'�um+1 É e′dm = u1−'−1

� um+1, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÐÑÔØ ÖÅ detG(: : : ; �ij ; �′j`; : : : ; : : : ; eij ; e′j`; : : : ) =
detA(F ).

ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ F ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ F1; : : : ; Fs. åÓÌÉ ÒÅÂÒÁ d1 É d2 ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÒÁÚÎÙÍ ËÏÍÐÏ-
ÎÅÎÔÁÍ, ÔÏ (�d1 ; ed2) = 0; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁÔÒÉÃÁ A(F ) | ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ c ÂÌÏËÁÍÉ A(F1); : : : ; A(Fs).
ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ detA(F ) ÄÌÑ Ó×ÑÚÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× F .

ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ F | ÄÅÒÅ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÏÄÎÕ ×ÅÒÛÉÎÕ | ËÏÒÅÎØ (ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ 1).
ëÁÖÄÕÀ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ×ÅÒÛÉÎ p = 2; : : : ; n ÓÏÅÄÉÎÉÍ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ ÐÕÔÅÍ �p (× ÄÅÒÅ×Å ÏÎ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ) Ó
ËÏÒÎÅÍ; ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÅÂÒÏ × ÜÔÏÍ ÐÕÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ dp. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ, ÚÁÍÅÎÉÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ p ËÏ×ÅËÔÏÒ
�dp ÎÁ �′dp = u1−�pus, Á ×ÅËÔÏÒ edp | ÎÁ e′p = u1−�−1

p us, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ B(F ) def= G(�′d2 ; : : : ; �′dn ; e′d2 ; : : : ; e′dn),
ÔÏ detB(F ) = detA(F ). äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ B(F ) ÒÁ×ÎÙ (�′dp ; e′dp) = 2, Á ×ÎÅÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ
(p 6= q) ÒÁ×ÎÙ (�′dp ; e′dq ) = 1. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ B(F ) = I + Q, ÇÄÅ I | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, Á Q | ÍÁÔÒÉÃÁ, ×
ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÙ 1.

1



ðÕÓÔØ R(x) = det(xI + Q). ðÏÓËÏÌØËÕ rkQ = 1, ÞÉÓÌÏ x = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ R ËÒÁÔÎÏÓÔÉ
n− 1. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÉÓÌÏ x = −n+ 1 ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ R (Õ ÍÁÔÒÉÃÙ (1−n)I+Q
ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÓÔÒÏË ÒÁ×ÎÁ 0, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ). ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ R(x) = xn−1(x + n − 1), É
detA(F ) = detB(F ) = R(1) = n (ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ×ÅÒÛÉÎ) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á F .

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ F | Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ É n ÒÅÂÒÁÍÉ. ôÁËÏÊ ÇÒÁÆ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÃÉËÌ � (ÂÅÚ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, × ÎÅÇÏ ×ÈÏÄÑÔ ×ÅÒÛÉÎÙ 1; : : : ;m É ÒÅÂÒÁ d1 = (12); d2 = (23); : : : ; dm = (m1)), Ë ËÁÖÄÏÊ
×ÅÒÛÉÎÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉËÒÅÐÌÅÎÏ ÄÅÒÅ×Ï (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÕÓÔÏÅ). ðÕÓÔØ F ′ | ÇÒÁÆ F ÂÅÚ ÒÅÂÒÁ dm; ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅ-
ÒÅ×ÏÍ. úÁÍÅÎÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕA(F ) ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕB(F ) = G(�′d1 ; : : : ; �′dm−1 ; �dm ; �′dm+1 ; : : : ; e′d1 ; : : : ; e′dm−1 ; edm ; e′dm+1 ; : : : ),
ÇÄÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ �′ É e′ ÏÐÉÓÁÎÁ ×ÙÛÅ (ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë ÄÅÒÅ×Õ F ′); ÔÏÇÄÁ detB(F ) = detA(F ).

úÁÍÅÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ ×ÅËÔÏÒ �dm = um−'m1u1 ÎÁ �′dm
def= �dm +'�m�′d1 = (1−'�)u1, Á edm , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÁ

e′dm = (1−'−1
� )u1 (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ � | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÃÉËÌ × ÇÒÁÆÅ F , Á �m | ÐÕÔØ 12 : : :m, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ×ÅÒ-

ÛÉÎÙ 1 É m × ÇÒÁÆÅ F ′); ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, detG(�′d1 ; : : : ; �′dn ; e′d1 ; : : : ; e′dn) = detB(F ) = detA(F ). ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÎÉÍ ÐÒÉ
p 6= m ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ËÏ×ÅËÔÏÒ �′dp = u1−%pup ÎÁ �′′dp = �′dp−(1−'�)−1�′dm = −%pup, Á e′dp = u1−%−1

p up, ÁÎÁÌÏ-
ÇÉÞÎÏ, ÎÁ e′′dp = −%−1

p up. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ C(F ) = G(�′′d1 ; : : : ; �′′dm−1 ; �′dm ; �′′dm+1 ; : : : ; �′′dn ; e′′d1 ; : : : ; e′′dm−1 ; e′dm ; e′′dm+1 ; : : : ; e′′dn),
ÔÏ detC(F ) = detB(F ) = detA(F ).

íÁÔÒÉÃÁ C(F ) ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ: × ×ÅÒÈÎÅÍ ÕÇÌÕ ÅÅ ÓÔÏÉÔ ((1 − '�)u1; (1 − '−1
� )u1) = (1 − '�)(1 − '−1

� ), Á ×
ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÉÔ 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, detA(F ) = (1−'�)(1−'−1

� ) (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ '� |
ÇÏÌÏÎÏÍÉÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ × ÇÒÁÆÅ).

åÓÌÉ ÇÒÁÆ F Ó×ÑÚÎÙÊ É ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ ÄÅÒÅ×ÏÍ, ÎÉ ÕÎÉÃÉËÌÏÍ, ÔÏ k > n (ÇÄÅ k | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ, Á n
| ×ÅÒÛÉÎ). ÷ÅËÔÏÒÙ ed1 ; : : : ; edk ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ Rn É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÏÔËÕÄÁ detA(F ) = 0.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÁ
ôÅÏÒÅÍÁ 1 (æÏÒÍÁÎ). èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ ÎÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÒÁÓ-
ÓÌÏÅÎÉÉ Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ cd É Ó×ÑÚÎÏÓÔØÀ 'd ÒÁ×ÅÎ ∑n

k=0(−1)k�ktn−k, ÇÄÅ

(1) �k =
∑

F=F1t···tFm

∏

d∈E(F )
cd

m∏

i=1
�(Fi):

óÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÚÄÅÓØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÇÒÁÆÏ× F Ó k ÒÅÂÒÁÍÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚ-
ÎÏÓÔÉ F1; : : : ; Fm; ËÁÖÄÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ Fi | ÌÉÂÏ ÄÅÒÅ×Ï, ÌÉÂÏ ÕÎÉÃÉËÌ. ðÒÉ ÜÔÏÍ �(Fi) = ni
(ÇÄÅ ni | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ × ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ Fi), ÅÓÌÉ Fi | ÄÅÒÅ×Ï, É �(Fi) = (1− '�i)(1− '−1

�i ), ÅÓÌÉ Fi |
ÕÎÉÃÉËÌ Ó ÃÉËÌÏÍ �i.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ 1 ≤ p < q ≤ n; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ (pq) : Rn → Rn ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ
up É uq (ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ u1; : : : ; un) ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ
| × ÓÅÂÑ. ôÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ � ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ui × �iui, i = 1; : : : ; n. äÉÓËÒÅÔÎÙÍ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ H = ∑

1≤p<q≤n(1−(pq))+� : Rn → Rn. Á) äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ
charH(t) = ∑n

k=0
∑
F

∏n−k
i=1 (t + �pi(F )), ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÌÅÓÏ× F Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ

1; : : : ; n É k ÒÅÂÒÁÍÉ (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, n − k ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ) Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ pi(F ), i =
1; : : : ; n−k, × ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ. Â) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ∑

1≤p<q≤n wpq(1−
(pq)) + � ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ×ÅÓÏ× wpq, 1 ≤ p < q ≤ n.
õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. Yurii Burman, Andrey Ploskonosov, Anastasia Trofmova, Matrix-tree theorems and discrete path
integration, Linear Algebra and Applications, 466(2015), pp. 64{82.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ G | ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÂÅÚ ÐÅÔÅÌØ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ 1; : : : ; n, É ÐÕÓÔØ L(G) | ÅÇÏ
ÍÁÔÒÉÃÁ ìÁÐÌÁÓÁ: ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ (i; j), i 6= j, ÒÁ×ÅÎ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÒÅÂÅÒ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÉÎÙ
i É j, Á ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ (i; i) ÒÁ×ÅÎ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ i (ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÒÅÂÅÒ Ó ËÏÎÃÏÍ i),
×ÚÑÔÏÊ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÍÁÔÒÉÞÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÄÅÒÅ×ØÑÈ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ
ÍÉÎÏÒÙ ÒÁÚÍÅÒÁ (n− 1)× (n− 1) ÍÁÔÒÉÃÙ L(G) ÒÁ×ÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ É ÒÁ×ÎÙ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÐÏÄÇÒÁÆÏ×-ÄÅÒÅ×ØÅ×
F ⊂ G. Â) ðÕÓÔØ e | ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ G. äÏËÁÖÉÔÅ, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÕÎËÔÁ 3Á, ÞÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÏÒ
M(G) ÒÁÚÍÅÒÁ (n− 1)× (n− 1) ÍÁÔÒÉÃÙ ìÁÐÌÁÓÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ M(G) = M(G \ e) +M(G=e).
×) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÐÕÎËÔÁ 3Â, ÞÔÏ M(G) = TG(1; 1), ÇÄÅ TG | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ôÁÔÔÁ ÇÒÁÆÁ G. éÚ ÜÔÏÇÏ É ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ
Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ TG(1; 1) | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÏÄÇÒÁÆÏ×-ÄÅÒÅ×ØÅ× F ⊂ G, ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ M(G) ÒÁ×ÅÎ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÔÁËÉÈ
ÐÏÄÇÒÁÆÏ×.


