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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ãÅÌÙÅ ÔÏÞËÉ × ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÈ: Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ üÒÈÁÒÔÁ{íÁËÄÏÎÁÌØÄÁ É ÔÅÏÒÅÍÁ
âÒÉÏÎÁ.

òÅÛÅÔÏÞÎÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ P ⊂ Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË (×ÅÒÛÉÎ)
a1; : : : ; aN ∈ Zn. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ P ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, Ô.Å. ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÉ × ËÁËÏÍ ÓÏÂ-
ÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å × Rn. ëÏÎÕÓÏÍ ÎÁÄ P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï CP = {(tv1; : : : ; tvn) ∈ Rn |
t(v1; : : : ; vn) ∈ P}, Á ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÍ ËÏÎÕÓÏÍ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ĈP = {(t; tv1; : : : ; tvn) ∈ Rn+1 | t ∈ R≥0; (v1; : : : ; vn) ∈
P}, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÎÕÓ ÎÁÄ {1} × P ⊂ Rn+1

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (üÒÈÁÒÔ). äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÒÅÛÅÔÏÞÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ M ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ EM ∈ Q[t] ÔÁ-
ËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ k = 1; 2; : : : ×ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï EM (k) = #{kM ∩ Zn} (ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÔÏÞÅË Ó ÃÅÌÙÍÉ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ × ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ kM def= {kv | v ∈ M}, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ M × k ÒÁÚ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÌÅÍÍ.
n-ÍÅÒÎÙÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÏÍ �(a0; : : : ; an) ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÙÐÕËÌÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ÔÏÞÅË a0; : : : ; an ∈ Rn, ÉÍÅÀÝÕÀ ÐÏÌÎÕÀ

ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ. çÒÁÎØÀ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÐÕÓÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á
B ⊂ {a0; : : : ; an}.
ìÅÍÍÁ 1. ÷ÓÑËÉÊ n-ÍÅÒÎÙÊ ×ÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÎ, Ô.Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂß-
ÅÄÉÎÅÎÉÅÍ n-ÍÅÒÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏ×, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ | ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ
ÓÉÍÐÌÅËÓÏ× ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ ÌÉÂÏ ÐÕÓÔÏ, ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÎØÀ (ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ) ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ.

äÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÕ ÌÅÍÍÕ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ, ÓÍ. ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÕÀ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÕ ÐÏ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.
äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ a1; : : : ; an ⊂ Rn ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ C(a0; : : : ; an) def= {�1a1 + · · ·+ �nan | �1; : : : ; �n ≥ 0}

(ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÙÊ ËÏÎÕÓ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a1; : : : ; an). îÁÚÏ×ÅÍ x ∈ Rn ÔÏÞËÏÊ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÂÁÚÉÓÁ a1; : : : ; an, ÅÓÌÉ x = �1a1 + · · · + �nan, ÇÄÅ �i 6= 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ I+(x) def= {i : �i > 0} É
I−(x) def= {i : �i < 0} É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÎÕÓÁ C(a1; : : : ; an) ⊂ Rn:

Ca1;:::;an [x) def= {�1a1 + · · ·+ �nan | �i ≥ 0; ÅÓÌÉ i ∈ I+(x); �i > 0; ÅÓÌÉ i ∈ I−(x)}
É

Ca1;:::;an(x] def= {�1a1 + · · ·+ �nan | �i > 0; ÅÓÌÉ i ∈ I+(x); �i ≥ 0; ÅÓÌÉ i ∈ I−(x)}:
ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ M = ⋃

i Si | ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÑ ÒÅÛÅÔÏÞÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, É x ∈ {1} × M | ÔÏÞËÁ ×
ÏÂÝÅÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ËÏ ×ÓÅÍ {1}×Si (Ô.Å. ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÂÁÚÉÓÕ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÍÕ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ×
{1}×a0; : : : ; {1}×an ∈ Rn+1, ÇÄÅ Si = �(a0; : : : ; an)). ôÏÇÄÁ ĈM = ⊔

i ĈSi [x) É ĈintM = ⊔
i ĈSi(x], ÇÄÅ intM |

×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ M , Á ⊔ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× (ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÅ
ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ y ∈ M ÓÕÛÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ i ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ " > 0 ×ÓÅ ÔÏÞËÉ "x + (1 − ")y ∈ int(Si). ôÁËÖÅ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ
"x+(1−")y ∈ int(Si) ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ " > 0 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ {1}×y ∈ CSi [x). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÐÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ y ∈ int(M) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ i ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ " > 0 ×ÓÅ ÔÏÞËÉ −"x+(1+")y ∈ Si. ôÁËÖÅ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ −"x+(1+")y ∈ Si
ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ " > 0 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ {1} × y ∈ ĈSi(x]. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ĈTi(x] ⊆
int(ĈM ), ×ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. ¤

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ⊂ Rn (ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ FM (t) (É ÎÁÚÏ×ÅÍ
ÆÕÎËÃÉÅÊ óÔÅÎÌÉ) ÆÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ∑

(a1;:::;an)∈M ta1
1 : : : tann . íÏÎÏÍ ta1

1 : : : tann ÉÎÏÇÄÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ta.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÏÌÕÏÔËÒÙÔÙÈ ËÏÎÕÓÏ×:

�(a0; : : : ; an)[x) def= {�0a0 + · · ·+ �nan | 0 ≤ �i < 1; ÅÓÌÉ i ∈ I+(x); 0 < �i ≤ 1; ÅÓÌÉ i ∈ I−(x)}
�(a0; : : : ; an)(x] def= {�0a0 + · · ·+ �nan | 0 < �i ≤ 1; ÅÓÌÉ i ∈ I+(x); 0 ≤ �i < 1; ÅÓÌÉ i ∈ I−(x)}:

åÓÌÉ P É Q | ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÒÑÄÙ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ t1; : : : ; tn; 1=t1; : : : ; 1=tn, Á R | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÜÔÉÈ ÖÅ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÉÎÏÇÄÁ ÐÉÓÁÔØ P = Q=R ×ÍÅÓÔÏ RP = Q.

1



ìÅÍÍÁ 3. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ a1; : : : ; an ∈ Zn É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ x ∈ Rn × ÏÂÝÅÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

(1) FCa1;:::;an [x)(t) = F�(a0;:::;an)[x)(t)
(1− ta1) : : : (1− tan) ; FCa1;:::;an (x](t) = F�(a0;:::;an)(x](t)

(1− ta1) : : : (1− tan) :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ u ∈ Ca1;:::;an [x) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ v+w, ÇÄÅ v ∈ �(a0; : : : ; an)[x)
É w ∈ Z≥0a1 ⊕ · · · ⊕ Z≥0an. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ Ca1;:::;an(x] É �(a0; : : : ; an)(x]. ¤

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ Ln def= C[t±1
1 ; : : : ; t±1

n ] ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ìÏÒÁÎÁ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á ÓÉÍ×Ï-
ÌÏÍ PLn | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ Ln, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ ÏÔ t±1

1 ; : : : ; t±1
n ×ÉÄÁ

FC(a1;:::;an)[x))(t) É FC(a1;:::;an)(x])(t), Á ÔÁËÖÅ ÒÑÄÏÍ 1 (ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÏÌØÃÏ Ln ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÌÏÖÅÎÏ × PLn). éÚ
ÌÅÍÍÙ 2 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ PLn ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÕÎËÃÉÉ óÔÅÎÌÉ FM (t) É FC(M)(t) ×ÓÅÈ ÒÅÛÅÔÏÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×
É ËÏÎÕÓÏ× ÎÁÄ ÎÉÍÉ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ln Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ ÐÏÌÑ C(t1; : : : ; tn) ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ìÅÍÍÁ 4. óÕÛÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ R : PLn → C(t1; : : : ; tn) ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ Ln ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ R(f) = f
ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ f ∈ Ln.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÚÏ×ÅÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ x ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ t±1
1 ; : : : ; t±1

n ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ
ÜÌÅÍÅÎÔÙ f; g ∈ Ln ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ fx = g. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (1) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÂÁÚÉÓÏ× a0; : : : ; an ∈ Zn É
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ x ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÒÑÄÙ FC(a0;:::;an)[x) É FC(a0;:::;an)(x] ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ. óÕÍÍÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ
ÒÑÄÏ× ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁ: g1x1 = f1, g2x2 = f2 ×ÌÅÞÅÔ g1g2(x1 +x2) = g1f2 +g2f1; ÔÁËÖÅ ÅÓÌÉ x ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ É h ∈ Ln,
ÔÏ hx, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÄÕÌÑ PLn ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ.

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ x ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ R(x) = f=g, ÇÄÅ gx = f É f; g ∈ Ln ⊂
C(t1; : : : ; tn). ïÔ ×ÙÂÏÒÁ f É g ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ: ÅÓÌÉ g1x = f1 É g2x = f2, ÔÏ g1g2x = g1f2 = g2f1,
ÏÔËÕÄÁ f1=g1 = f2=g2. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ R ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Ln-ÍÏÄÕÌÅÊ. ¤

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ üÒÈÁÒÔÁ. ðÕÓÔØ M = co(a1; : : : ; aN ) ⊂ Rn | ÒÅÛÅÔÏÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, âi def=
{1} × ai; i = 1; : : : ; N , É F def= F bC(M) ∈ PLn+1. éÚ (1) É ÌÅÍÍ 1 É 2 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ R(F ) = P (t0;:::;tn)

(1−tba1 ):::(1−tbaN )
ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ P ∈ C[t0; : : : ; tn]. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ 1 + ∑∞

k=1 #{kM ∩ Zn}tk = F (t; 1; : : : ; 1) = P (t;1;:::;1)
(1−t)N .

ðÏÓËÏÌØËÕ 1
(1−t)m+1 = 1 + ∑

k≥1 fm(k)tk, ÇÄÅ fm(s) =
(s+m
m

)
= (s+1):::(s+m)

m! | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ
#{kM ∩ Zn} = EM (k) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ EM . ¤

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ×ÁÖÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ üÒÈÁÒÔÁ{íÁËÄÏÎÁÌØÄÁ). ðÕÓÔØ M | ÒÅÛÅÔÏÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, É EM (t) |
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ k ∈ Z≥1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï EM (−k) = (−1)n#{k int(M)∩
Zn}.

ôÅÏÒÅÍÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÌÅÍÍ.

ìÅÍÍÁ 5 (Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ óÔÅÎÌÉ). R(F bC(M))(t0; : : : ; tn) = (−1)n+1R(Fint( bC(M))(1=t0; : : : ; 1=tn).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× �(a0; : : : ; an)[x) É �(a0; : : : ; an)(x] ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ,
ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ y × a1+· · ·+an−y, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ �(a0; : : : ; an)[x) ←→ �(a0; : : : ; an)(x].
éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (1) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ F bC(a0;:::;an)[x)(t0; : : : ; tn) = ta0+···+anF bC(a0;:::;an)(x](1=t0; : : : ; 1=tn).

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ M ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÀ M = ⋃
i Si, ÇÄÅ Si = co(ai0; : : : ; ain), É ×ÅËÔÏÒ x ÏÂÝÅÇÏ

ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ËÏ ×ÓÅÍ ÓÉÍÐÌÅËÓÁÍ Si. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, âij = {1} × aij . ôÏÇÄÁ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2
É ÆÏÒÍÕÌÙ (1) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

FCM (t) =
∑

i
FCSi [x)(t) =

∑

i

F�(Si)[x)(t)
(1− tbai0) : : : (1− tbain) =

∑

i
tbai0+···+bain F�(Si)(x](1=t)

(1− tbai0) : : : (1− tbain) =

= (−1)n+1
∑

i

F�(Si)(x](1=t)
(1− t−bai0) : : : (1− t−bain) = (−1)n+1Fint( bC(M))(1=t);

ÚÄÅÓØ 1=t ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ 1=t0; : : : ; 1=tn. ¤

ìÅÍÍÁ 6. ðÕÓÔØ f | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, Á g(t) | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁ-
ÄÁÎÎÁÑ ÐÒÉ |t| < 1 ÆÏÒÍÕÌÏÊ g(t) = ∑

k≥0 f(k)tk. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ |t| > 1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï −g(t) =∑
k≤−1 f(k)tk.



äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÅÇÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ × ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. åÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÁËÏ×ÏÇÏ ×ÚÑÔØ fm(s) =

(s+m
m

)
= (s+m)(s+m−1):::(s+1)

m! , m = 0; 1; 2; : : : ,
ÔÏ g(t) = 1=(1 − t)m+1 = ∑∞

k=0(−1)k
(−m−1

k
)
tk = ∑∞

k=0(−1)k (−m−1):::(−m−k)
k! tk = ∑∞

k=0
(m+1):::(m+k)

k! tk =∑∞
k=0

(m+k
k

)
tk = ∑∞

k=0 fm(k)tk. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ∑
k≤−1 fm(k)tk = (−1)m ∑

k≥1
(k−1
m

)
t−k = (−1)m ∑

k≥m+1
(k−1
m

)
t−k =

(−1)mt−m−1 ∑
k≥0

(k+m
m

)
t−k = (−1)mt−m−11=(1− 1=t)m+1 = −1=(1− t)m+1 = −g(t), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. ¤

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ üÒÈÁÒÔÁ{íÁËÄÏÎÁÌØÄÁ. ∑
k≥1 #{k int(M)∩Zn}tk = R(Fint(CM ))(t; 1; : : : ; 1) =

(−1)n+1F bC(M)(1=t; 1; : : : ; 1) (ÐÏ ÌÅÍÍÅ 5) = (−1)n+1 ∑
k≥0 EM (k)t−k = (−1)n ∑

k≤−1 EM (k)t−k (ÐÏ ÌÅÍÍÅ 6)
= (−1)n ∑

k≥1 EM (−k)tk, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. ¤

ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ËÏÎÕÓÏÍ TvM Ë ÒÅÛÅÔÏÞÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÕ M × ÔÏÞËÅ v ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÕÓ {y ∈ Rn | ∀x ∈
M : 〈y; x− v〉 ≥ 0}.
ôÅÏÒÅÍÁ 3 (âÒÉÏÎ). ðÕÓÔØ M | ÒÅÛÅÔÏÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ v1; : : : ; vN . ôÏÇÄÁ R(FM )(t) =∑N
i=1RF (vi+TviM)(t).
äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ âÒÉÏÎÁ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ

ìÅÍÍÁ 7. åÓÌÉ ×ÙÐÕËÌÙÊ ËÏÎÕÓ C ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï A ⊂ Qn ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒ-
ÎÏÓÔÉ, ÔÏ R(FC) = 0.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅËÔÏÒ w ∈ Zn ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ w+C = C É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, twFC(t) =
FC(t). ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ (1− tw)R(FC)(t) = 0 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, R(FC)(t) = 0 (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ
ÆÕÎËÃÉÊ | ÐÏÌÅ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ). ¤
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ âÒÉÏÎÁ. ðÕÓÔØ ×ÎÁÞÁÌÅ M = co(a0; : : : ; an) | ÓÉÍÐÌÅËÓ, ÇÄÅ a0; : : : ; an ∈ Zn. çÒÁÎÉ
� ⊂M | ×ÙÐÕËÌÙÅ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× B ⊂ {a0; : : : ; an}, ÐÒÉÞÅÍ dim co(B) = #B−1. ðÒÏÉÚ-
×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ w ∈ Zn \M ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÏÎÕÓÕ Cco(B) ÄÌÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÇÒÁÎÉ co(B) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏ-
ÓÔÉ, Á ÔÁËÖÅ ËÏÎÕÓÁÍ Cco(B′) ÄÌÑ ×ÓÅÈ B′ ⊃ B. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ íÅÂÉÕÓÁ ÄÌÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏ-
ÞÅÎÎÏÇÏ ÐÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× {a0; : : : ; an} ×ÙÔÅËÁÅÔ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!), ÞÔÏ ∑

B′⊇B(−1)#B′ = 0.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ∑

B⊂{a0;:::;an}(−1)#BFCco(B)(t) = −FM (t). ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÜÔÏÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ R ÉÚ
ÌÅÍÍÙ 4. ðÏ ÌÅÍÍÅ 7 ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÓÞÅÚÎÕÔ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ËÒÏÍÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎÁÍ. üÔÏ
ÄÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ âÒÉÏÎÁ ÄÌÑ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ M | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÒÅÛÅÔÏÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, Á M = ⋃N
i=1 Si | ÅÇÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÑ. óÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÍÁÌÏÅ ÞÉÓÌÏ " > 0 É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ËÏÒÏÔËÉÊ ×ÅËÔÏÒ y ∈ Rn ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ Zn∩M = Zn∩M ′, ÇÄÅ
M ′ = y+ (1 + ")M , É ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÇÒÁÎÑÍÉ ×ÓÅÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏ× S′i = y+ (1 + ")Si,
ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Ë Zn. åÓÌÉ v′ = y + (1 + ")v, ÇÄÅ v | ×ÅÒÛÉÎÁ M , ÔÏ Zn ∩ TvM = Zn ∩ Tv′M ′. ïÔÓÀÄÁ∑
v R(Fv+TvM ) = ∑

v R(Fv′+Tv′M ′) = ∑N
i=1

∑
v′∈S′i R(Fv′+Tv′S′i) (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÎÉ ËÏÎÕÓÏ× ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÃÅ-

ÌÙÈ ÔÏÞÅË) = ∑
iR(FS′i) (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÒÉÏÎÁ ÄÌÑ ÓÉÍÐÌÅËÓÏ×) = R(FM ′) (ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÇÒÁÎÉ ÓÉÍÐÌÅËÓÏ× ÎÅ

ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË) = R(FM ). ¤


