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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ âÅÒÎÁÒÄÉ (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ðÏÔÔÓÁ ÄÌÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×).

ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ (#V (G) = n) É k ÒÅÂÒÁÍÉ (#E(G) = k);
ÒÁÚÒÅÛÁÀÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ (ab, ab) É ×ÓÔÒÅÞÎÙÅ (ab, ba) ÒÅÂÒÁ. ðÅÔÌÉ (aa) ÔÁËÖÅ ÒÁÚÒÅÛÁÀÔÓÑ, ÎÏ ÏÎÉ,
ÐÏÎÑÔÎÏ, ÎÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ.

âÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ a ¹ b (ÇÄÅ a; b | ×ÅÒÛÉÎÙ), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÐÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ a c b.
ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ¹ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏ É ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ: a ¹ b É b ¹ a, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÒÉÅÎ-
ÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÃÉËÌ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ a É b. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ a ∼ b; ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ
×ÉÄÅÔØ, ∼ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. æÁËÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G= ∼ (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-
ÎÏÓÔÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÔÁËÖÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÓÉÌØÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ) ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ: ÒÅÂÒÏ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ËÌÁÓÓ � Ó ËÌÁÓÓÏÍ � ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ × ÇÒÁÆÅ G ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÂÒÏ
ab, ÇÄÅ a ∈ � É b ∈ �. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÇÒÁÆ G= ∼ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÅÔÅÌØ É ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÃÉËÌÏ×; ÏÎ ÎÁÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ
ÇÒÁÆÁ G ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ¹, ÎÏ × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ G, ÚÄÅÓØ ÏÎÏ ÕÖÅ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, Ô.Å. ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔ G= ∼ × ÞÁÓÔÉÞÎÏ
ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.

ðÕÓÔØ q | ÃÅÌÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : V (G) → {1; : : : ; q} (\ÒÁÓËÒÁÓ-
ËÉ" ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ × Ã×ÅÔÁ 1; : : : ; q) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ f> ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ ab ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ f(a) > f(b); ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
f<, f≥ É Ô.Ð.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ BG ∈ Q[q; y; z] ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ q = 1; 2; : : :
ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï BG(q; y; z) = ∑

f :V (G)→{1;:::;q} y#f>z#f< .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ. äÌÑ ÇÒÁÆÏ× Ó 1 ×ÅÒÛÉÎÏÊ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ | ÐÅÔÌÉ, ÔÁË
ÞÔÏ BG(q; y; z) = q.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ #V (G) = n, Á ÄÌÑ ÇÒÁÆÏ× Ó ÍÅÎØÛÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ
ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÕÌÙ BG(q; y; z); ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ y É z (ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ q) ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, ÉÓ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ q. åÓÌÉ Fq(G) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÓËÒÁÓÏË ×ÅÒÛÉÎ × q Ã×ÅÔÏ×, ÔÏ Fq(G) ⊂
Fq+1(G) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ q É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, BG(q + 1; y; z) = ∑

f∈Fq(G) y#f>z#f< + ∑
f∈Fq+1(G)\Fq(G) y#f>z#f< =

BG(q; y; z) + ∑
f∈Fq+1(G)\Fq(G) y#f>z#f< . äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÉ f ∈ Fq+1(G) \ Fq(G) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ H(f) ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ a, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(a) = q + 1. ôÁËÖÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á W ⊂ V (G) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ
�(W ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ ab, ÇÄÅ a ∈ W É b =∈ W , Á �(W ) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ ab, ÇÄÅ a =∈ W É b ∈ W . ôÏÇÄÁ
ÓÕÍÍÁ ÐÏ f ∈ Fq+1(G) \ Fq(G) ÒÁ×ÎÁ ∑

W⊂V (G);W 6=∅ y#�(W )z#�(W )BG\W (q; y; z), ÇÄÅ ÐÏÄ G \W ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×Á-
ÅÔÓÑ ÇÒÁÆ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÉÚ G ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ a ∈ W É ×ÓÅÈ ÒÅÂÅÒ, ÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÔÁËÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÉÌÉ
×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÎÉÈ. çÒÁÆ G \W ÉÍÅÅÔ ÍÅÎÅÅ n ×ÅÒÛÉÎ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ
q, y É z ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ P (q; y; z). ôÅÐÅÒØ × ËÁÞÅÓÔ×Å BG ÎÕÖÎÏ ×ÚÑÔØ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ BG(q+1; y; z)−BG(q; y; z) = P (q; y; z) | ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ. ¤

.

ðÒÉÍÅÒ 1. äÌÑ ÇÒÁÆÁ G Ó 2 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ a É b, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÍÉ ÒÅÂÒÏÍ ab, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ q ÒÁÓËÒÁÓÏË f , ÐÒÉ
ËÏÔÏÒÙÈ f(a) = f(b), q(q − 1)=2 ÒÁÓËÒÁÓÏË f , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(a) > f(b) É q(q − 1)=2 ÒÁÓËÒÁÓÏË f , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ
f(a) < f(b). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ BG(q; y; z) = q + q(q−1)

2 (y + z). äÌÑ ÇÒÁÆÁ G Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ a É b, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÍÉ
Ä×ÕÍÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ ab, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, BG(q; y; z) = q + q(q−1)

2 (y2 + z2), Á ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ G
Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ a É b É ×ÓÔÒÅÞÎÙÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ ab, ba | BG(q; y; z) = q + q(q − 1)yz.

ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ âÅÒÎÁÒÄÉ:
1) íÎÏÇÏÞÌÅÎ BG ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÐÏ y É z: BG(q; z; y) = BG(q; y; z).
2) íÎÏÇÏÞÌÅÎ BG ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÓÍÅÎÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ G.
3) åÓÌÉ e | ÐÅÔÌÑ × ÇÒÁÆÅ G, ÔÏ BG\e = BG.
4) íÎÏÇÏÞÌÅÎ BG ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ n = #V (G) ÐÏ q, É BG(q; 1; 1) = qn.
5) åÓÌÉ ÇÒÁÆ G ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÅÔÅÌØ, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ BG(q; t; t) ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ k = #E(G) ÐÏ t.
6) BG(q; 0; 0) = q�0(G), ÇÄÅ �0(G) | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ G; ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ BG(q; y; z)

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ q�0(G).
1



ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �>G(q) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÓËÒÁÓÏË f : V (G) → {1; : : : ; q} ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ f(a) > f(b) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ab
× ÇÒÁÆÅ G, Á �≥G(q) | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÓËÒÁÓÏË f : V (G) → {1; : : : ; q} ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ f(a) ≥ f(b) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÒÅÂÒÁ
ab.
ôÅÏÒÅÍÁ 2. 1) �≥G(q) = BG(q; 1; 0).

2) ðÕÓÔØ BG(q; y; 0) = ak(q)yk + · · ·+ a1(q)y+ a0(q), ÇÄÅ k | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ × ÇÒÁÆÅ G. ôÏÇÄÁ ak(q) =
�>G(q).

3) åÓÌÉ × ÇÒÁÆÅ G ÅÓÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÐÕÔØ ÉÚ ` ÒÅÂÅÒ, ÔÏ �>G(`) = 0. åÓÌÉ × ÇÒÁÆÅ ÎÅÔ ÏÒÉÅÎ-
ÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÐÕÔÉ ÉÚ ` ÒÅÂÅÒ (Ô.Å. ×ÓÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÕÔÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ ` ÒÅÂÅÒ), ÔÏ
�>G(`) > 0. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �>G(q) ≡ 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ G ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ
ÃÉËÌ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ 1 É 2 | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3: ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÐÕÔØ
ÉÚ ` ÒÅÂÅÒ ÓÏÄÅÒÖÉÔ `+1 ×ÅÒÛÉÎ a1; : : : ; a`+1, ÔÁË ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f(a1) > · · · > f(a`+1), ÇÄÅ f(ai) ∈ {1; : : : ; `}
ÄÌÑ ×ÓÅÈ i, ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙ. îÁÐÒÏÔÉ×, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÐÕÔØ × G ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÅÎÅÅ ` ÒÅÂÅÒ, ÔÏ
ÐÏÌÏÖÉÍ f(a) def= 1+ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ × ÓÁÍÏÍ ÄÌÉÎÎÏÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÐÕÔÉ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÍÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÅ a.
îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ f(a) > f(b) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ab ÇÒÁÆÁ G, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �>G(`) > 0. ¤

íÎÏÇÏÞÌÅÎ âÅÒÎÁÒÄÉ BG ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÐÏ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ � ÇÒÁÆÏ×, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó G.
ðÕÓÔØ T ⊂ E(G) | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ G; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ G \ T ÇÒÁÆ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÉÚ G
×ÓÅÈ ÒÅÂÅÒ e ∈ T (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ: V (G \ T ) = V (G)), G=T | ÇÒÁÆ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ
ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ÒÅÂÅÒ e ∈ T , É G−T | ÇÒÁÆ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÓÍÅÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ×ÓÅÈ ÒÅÂÅÒ e ∈ T .
ôÅÏÒÅÍÁ 3.

1) BG(q; y; z) = ∑
R;T⊂E(G);R∩T=∅ y#E(G)−#R−#T z#T�>(G=R)−T (q).

2) BG(q; 1 + y; 1 + z) = ∑
R;T⊂E(G);R∩T=∅ y#E(G)−#R−#T z#T�>(G\R)−T (q).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �+; �−; �0 : Z→ Z ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

�+(n) =
{

1; n > 0;
0; n ≤ 0 ; �−(n) =

{
1; n < 0;
0; n ≥ 0 ; �0(n) =

{
1; n = 0;
0; n 6= 0 :

ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1
BG(q; y; z) =

∑

f :V (G)→{1;:::;q}

∏

(ab)∈E(G)

(
�0(f(a)− f(b)) + y�+(f(a)− f(b)) + z�−(f(a)− f(b))

)

=
∑

R;T⊂E(G)

y#E(G)−#R−#T z#T#{f : V (G) → {1; : : : ; q} |f(a) = f(b) ∀(ab) ∈ R;
f(a) < f(b) ∀(ab) ∈ T;
f(a) > f(b) ∀(ab) ∈ E(G) \R \ T}

=
∑

R;T⊂E(G);R∩T=∅
y#E(G)−#R−#T z#T�>(G=R)−T (q):

äÌÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 2
BG(q; 1 + y; 1 + z) =

∑

f :V (G)→{1;:::;q}

∏

(ab)∈E(G)

(
1 + y�+(f(a)− f(b)) + z�−(f(a)− f(b))

)

=
∑

R;T⊂E(G)

y#E(G)−#R−#T z#T#{f : V (G) → {1; : : : ; q} |f(a) < f(b)∀(ab) ∈ T;
f(a) > f(b)∀(ab) ∈ E(G) \R \ T}

=
∑

R;T⊂E(G);R∩T=∅
y#E(G)−#R−#T z#T�>(G\R)−T (q):

¤

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G c n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË �G ⊂ Rn ËÁË
�G

def= {(x1; : : : ; xn) | 0 ≤ xa ≤ 1∀a ∈ V (G); xa ≤ xb ∀(ab) ∈ E(G)}.
ôÅÏÒÅÍÁ 4. �G | ×ÙÐÕËÌÙÊ ÒÅÛÅÔÏÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË. ïÎ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÕÓÔÕÀ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-
ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÇÒÁÆ G ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÃÉËÌÏ×.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �G | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÎÏ Ñ×ÌÑÔÓÑ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × Rn É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÙÐÕËÌÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ.

ðÕÓÔØ v ∈ �G | ×ÅÒÛÉÎÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ I(v) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �G, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ × ÔÏÞËÅ
v ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, Á L(v) ⊂ Rn | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á I(v) (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,



v ∈ L(v)). ÷ÓÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × I(v), × ÔÏÞËÅ v ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÔÒÏÇÏ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ
ÔÁËÖÅ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ v. ðÕÓÔØ w ∈ L(v) É w 6= v. ôÏÇÄÁ ÐÒÑÍÁÑ wv ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ × L(v)
É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ L(v) ∩ �G ÓÏÄÅÒÖÉÔ (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ËÏÒÏÔËÉÊ) ÉÎÔÅÒ×ÁÌ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ v.
îÏ ×ÅÒÛÉÎÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÞËÏÊ ÎÉËÁËÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ, ÌÅÖÁÝÅÇÏ ÃÅÌÉËÏÍ × �G, ÏÔËÕÄÁ
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ L(v) = {v}.

òÁ×ÅÎÓÔ×Á ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á I(v) ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ ÌÉÂÏ xi = 0, ÌÉÂÏ xi = 1, ÌÉÂÏ xi = xj . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ
xi ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÇÒÕÐÐÙ ÒÁ×ÎÙÈ; ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÇÒÕÐÐÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á xi = 0 ÉÌÉ xi = 1,
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ L(v) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÔÏÞÅË. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ×ÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅÒÛÉÎÙ
v ÒÁ×ÎÙ 0 ÉÌÉ 1, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ �G | ÒÅÛÅÔÏÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÌÅÍÍÁ:
ìÅÍÍÁ 1. �≥G(q) = #

(
(q − 1)�G ∩ Zn

)
É �>G(q) = #

(
(q + 1) int(�G) ∩ Zn).

éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �≥G(q) = E�G(q − 1) É �>G(q)Eint(�G)(q + 1), ÇÄÅ E | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ üÒÈÁÒÔÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ôÏÞËÉ
(
(q + 1) int(�G) ∩ Zn) ÜÔÏ ÎÁÂÏÒÙ (x1; : : : ; xn) ∈ Zn ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ 0 < xa < (q + 1) ⇐⇒

xa ∈ {1; : : : ; q} É xa < xb ÄÌÑ ×ÓÅÈ (ab) ∈ E(G). ôÏÇÄÁ f(a) def= xa | ÒÁÓËÒÁÓËÁ × q Ã×ÅÔÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(a) <
f(b) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ (ab); ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁ×ÎÏ �>G(q). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,
ÔÏÞËÉ

(
(q − 1)�G ∩ Zn

)
ÜÔÏ ÎÁÂÏÒÙ (x1; : : : ; xn) ∈ Zn ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ 0 ≤ xa ≤ (q − 1) É xa ≤ xb ÄÌÑ ×ÓÅÈ

(ab) ∈ E(G). ôÏÇÄÁ f(a) def= xa + 1 | ÒÁÓËÒÁÓËÁ × q Ã×ÅÔÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(a) ≤ f(b) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ
(ab); ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁ×ÎÏ �≥G(q) | ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ¤

åÓÌÉ ÇÒÁÆ G ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÃÉËÌ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ a1; : : : ; ap, ÔÏ xa1 ≤ · · · ≤ xan ≤ xa1 =⇒ xa1 =
· · · = xan ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ �G | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �G ÌÅÖÉÔ × ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å × Rn, É int �G = ∅.
ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ÇÒÁÆ G ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÃÉËÌÏ×. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ q ∈ Z≥1
É ÒÁÓËÒÁÓËÁ f : V (G) → {1; : : : ; q} ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(a) > f(b) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÂÒÁ (ab) ∈ E(G). ôÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ
xa = 1 − f(a)=(2q), a ∈ V (G) = {1; : : : ; n}, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ int �G, ËÏÔÏÒÁÑ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅÐÕÓÔÁ | ÔÅÏÒÅÍÁ
ÄÏËÁÚÁÎÁ. ¤

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÇÒÁÆ G= ∼, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ
| ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÓÉÌØÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ G. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, G= ∼= G=R, ÇÄÅ R | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ
G, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÃÉËÌ; ÇÒÁÆ G= ∼ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÃÉËÌÏ×.
ôÅÏÒÅÍÁ 5. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ q = 1; 2; : : : ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �≥G(−q) = (−1)#V (G=∼)�>G=∼(q).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f : V (G) →→ {1; : : : ; q} | ÒÁÓËÒÁÓËÁ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ f(a) ≤ f(b) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÒÅÂÒÁ
(ab) ∈ E(G). åÓÌÉ ÒÅÂÒÏ (ab) ×ÈÏÄÉÔ × ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÃÉËÌ, ÔÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ f(a) = f(b); ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ,
ÞÔÏ �≥G=e(q) = �≥G(q) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÒÅÂÒÁ e, ×ÈÏÄÑÝÅÇÏ × ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÃÉËÌ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ �≥G=∼(q) = �≥G(q),
ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �≥G(−q) = (−1)#V (G)�>G(q) ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ G, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉ-
ÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÃÉËÌÏ×.

åÓÌÉ G ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÃÉËÌÏ×, ÔÏ int �G 6= ∅ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 4; ÔÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ
×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1 É Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ üÒÈÁÒÔÁ{íÁËÄÏÎÁÌØÄÁ. ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. �>G(−1) = (−1)#V (G), ÅÓÌÉ G ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÃÉËÌÏ×; ÉÎÁÞÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.
�≥G(−1) = (−1)�0(G), ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ G ×ÈÏÄÉÔ × ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÃÉËÌ (Ô.Å. G= ∼ ÎÅ
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ); ÉÎÁÞÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, �>G(1) = 1, ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ, É = 0 × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.
ôÁËÖÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �≥G(1) = 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. ôÅÐÅÒØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 5. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2 (ÔÅÏÒÅÍ 5 É 3).
1) BG(−q; y; z) = ∑

R;T⊂E(G);R∩T=∅
(G=R)−T ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÃÉËÌÏ×

(−1)#V (G=R)y#E(G)−#R−#T z#T�≥(G=R)−T (q)

2) BG(−q; 1+y; 1+z) = (−1)#V (G) ∑
R;T⊂E(G);R∩T=∅

(G\R)−T ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÃÉËÌÏ×
y#E(G)−#R−#T z#T�≥(G\R)−T (q).


