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Задача 1. Определим множество сечений F (S) пучка F над замкнутым
множеством S как прямой предел F (S) = lim−−−→

U⊃S
F (U). Докажите, что это экви-

валентно определению F (S) как множества сечений Γ(S, (SpéF )|S) ограниче-
ния этального пространства SpéF на S.

Задача 2. Обратите внимание на то, что этальное пространство пучка яв-
ляется накрытием, но оно вполне может не быть локально тривиальным на-
крытием! Попытайтесь построить такой пример.

Задача 3. Если есть морфизм пучков A
α−→ B, то предпучок C , такой

что C (U) = αU (A (U)) может не быть пучком, поэтому правильно определять
образ пучка α(A ) как пучок, соотвествующий предпучку C . «Расшифруйте
конструктивно» это определение.

Задача 4. Докажите, что если 0 −→ A −→ C ∗(A ) каноническая резольвен-
та пучка A , построенная с помощью разрывных сечений, то индуцированная
последовательность глобальных сечений

0 −→ Γ(X,A ) −→ Γ(X,C 0(A )) −→ Γ(X,C 1(A )) −→ Γ(X,C 2(A )) −→ . . .

действительно образует коцепной комплекс (абелевых групп).
Задача 5. Проверьте, что все утверждения о функториальных свойствах

когомологий H∗(X,A ), оставленные на лекции в качестве упражнения, дей-
ствительно верны.

Задача 6. (Абстрактная теорема де Рама). Пусть 0 −→ G −→ A ∗ некото-
рая резольвента пучка G .

а) Пусть

K p = Ker(A p −→ A p+1) = Im(A p−1 −→ A p),

при этом K 0 = G . Докажите, что

Ker(Γ(X,A p) −→ Γ(X,A p+1)) ∼= Γ(X,K p).

б) Короткая точная последовательность

0 −→ K p−1 −→ A p−1 −→ K p −→ 0

индуцирует длинную точную последовательность

0 −→ Γ(X,K p−1) −→ Γ(X,A p−1) −→ Γ(X,K p) −→

−→ H1(X,K p−1) −→ H1(X,A p−1) −→ . . .

Используя результат а) докажите, что

Hp(Γ(X,A ∗)) ∼= Γ(X,K p)/ Im(Γ(X,A p−1) −→ Γ(X,K p)),

где

Hp(Γ(X,A ∗)) = Ker(Γ(X,A p) −→ Γ(X,A p+1))/ Im(Γ(X,A p−1) −→ Γ(X,A p)),

и, используя точность вышеупомянутой длинной последовательности, опреде-
лите отображение

γp1 : Hp(Γ(X,A ∗)) −→ H1(X,K p−1).



б) Докажите, что γp1 инъективно.
в) Если резольвента ациклична, то H1(X,A p−1) = 0. Докажите, что для

ацикличной резольвенты γp1 изоморфизм.
г) Рассмотрев точные последовательности

0 −→ K p−r −→ A p−r −→ K p−r+1 −→ 0,

где 2 6 r 6 p, постройте отображение

γpr : Hr−1(X,K p−r+1) −→ Hr(X,K p−r).

Докажите, что для ацикличной резольвенты это изоморфизм.
д) Проверьте, что если

0 −−−−→ G −−−−→ A ∗yf yg
0 −−−−→ J −−−−→ B∗

гомоморфизм резольвент, то диаграммы

Hp(Γ(X,A ∗))
γp

−−−−→ Hp(X,G )ygp yfp
Hp(Γ(X,B∗))

γp

−−−−→ Hp(X,J ),

где gp — индуцированное отображение когомологий комплексов, тоже комму-
тативны.

В результате мы получаем естественное отображение γp = γpp ◦ γ
p
p−1 ◦ · · · ◦

γp2 ◦ γ
p
1 ,

Hp(Γ(X,A ∗))
γp
1−→ H1(X,K p−1)

γp
2−→ H2(X,K p−2)

γp
3−→ . . .

· · ·
γp
p−→ Hp(X,K 0) ∼= Hp(X,G ),

являющееся изоморфизмом, если резольвента ациклична. Это и есть абстракт-
ная теорема де Рама, точная формулировка которой такая.

Пусть G пучок на пространстве X, пусть 0 −→ G −→ A ∗ резольвента
пучка G . Тогда имеется естественный гомоморфизм

γp : Hp(Γ(X,A ∗)) −→ Hp(X,G ),

где

Hp(Γ(X,A ∗)) = Ker(Γ(X,A p) −→ Γ(X,A p+1))/ Im(Γ(X,A p−1) −→ Γ(X,A p)),

причем γp является изоморфизмом, если резольвента ациклична.
е) Докажите следующиее следствие теоремы де Рама: если в пункте д) отоб-

ражение f изоморфизм пучков, а обе резольвенты ацикличны, то гомоморфиз-
мы gp являются изоморфизмами.

Задача 7. В качестве элементарного следствия из пункта е) предыдущей
задачи получите теорему де Рама об изоморфизме между когомологиями де
Рама и гладкими сингулярными когомологиями (то есть сингулярными кого-
мологиями, где мы рассматриваем только гладкие симлексы).

Задача 8. Докажите, что пучок модулей над мягким пучком колец — мяг-
кий пучок.



Задача 9. Пусть J — локально свободный пучок R-модулей, и

0 −→ A ′ −→ A −→ A ′′ −→ 0

короткая точная последовательность R-модулей. Докажите, что последова-
тельность

0 −→ A ′ ⊗R J −→ A ⊗R J −→ A ′′ ⊗R J −→ 0

точна.
Задача 10. Обдумайте, что абстрактная теорема де Рама даёт для резоль-

вент
0 −→ R i−→ A 0

X
d−→ A 1

X
d−→ A 2

X
d−→ . . . ,

0 −→ Ωp
i−→ A p,0

X
∂̄−→ A p,1

X
∂̄−→ A p,2

X
∂̄−→ . . . ,

и
0 −→ Ωp(E)

i−→ A p,0
X (E)

∂̄−→ A p,1
X (E)

∂̄−→ A p,2
X (E)

∂̄−→ . . . ,

где A p
X — пучок p-форм на X, A p,q

X — пучок (p, q)-форм на X, ΩpX — пучок
голоморфных p-форм на X, E −→ X векторное расслоение, A p,q

X (E) — пучок
E-значных (p, q)-форм на X, ΩpX(E) — пучок E-значных голоморфных p-форм
на X.


