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Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà I

3�1.Äîêàæèòå, ÷òî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâåR3 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,

äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (v , v) = |v|2 � êâàäðàò äëèíû âåêòîðà v .

3�2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ a1, . . . ,ak åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà

íàéä¼òñÿ òàêîé âåêòîð b, ÷òî (a i, b) > 0 äëÿ i = 1, . . . , k.

3�3 (ôîðìóëû äåëåíèÿ îòðåçêà). Ïóñòü òî÷êè A è B àôôèííîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà èìåþò

êîîðäèíàòû (a1, . . . , an) è (b1, . . . , bn), ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü òàêæå äàíî îòíîøåíèå λ : µ, ãäå

λ > 0 è µ > 0. Ñêàæåì, ÷òî òî÷êà X äåëèò îòðåçîê AB â îòíîøåíèè λ : µ, åñëè
|AX|
|XB| =

λ
µ .

Äîêàæèòå, ÷òî êîîðäèíàòû òàêîé òî÷êè X çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

xi =
µai + λbi
µ+ λ

, i = 1, . . . , n.

Äàëåå ðàññìîòðèòå ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ âåùåñòâåííûõ λ è µ. Òîãäà ôîðìóëû âûøå äàþò êîîð-

äèíàòû íåêîòîðîé òî÷êè X, åñëè λ + µ 6= 0. Êàê çàïèñàòü óñëîâèå, ñâÿçûâàþùåå òî÷êè A,B,X

â îáùåì ñëó÷àå? Ïðîàíàëèçèðóéòå ñëó÷àè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê A,B,X â çàâèñèìîñòè

îò λ è µ.

3�4. Íàéäèòå åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü áèññåêòðèññû óãëà, îáðàçîâàííîãî âåêòîðàìè a = (−3, 0, 4) è
b = (5,−2,−14).

3�5. Íàéäèòå îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà c = (0, 2, 1) íà ïëîñêîñòü, îïðåäåëÿåìóþ âåêòîðàìè

a = (1, 1, 1) è b = (2,−1, 2), è âû÷èñëèòå óãîë ìåæäó âåêòîðîì c è åãî ïðîåêöèåé.

3�6. Äîïîëíèòå äàííóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ äî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ýðìèòîâà ïðîñòðàíñòâà C4:

a1 =
1√
2
(i, 0, 0,−1), a2 =

1√
2
(0, 1, i, 0).

3�7. Ìåòîäîì îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà ïîñòðîéòå îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà

ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ, ïîðîæä¼ííîãî ìíîãî÷ëåíàìè x3, x4, x5, x6 ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-

íèåì, çàäàííûì èíòåãðàëîì: à) (f, g) =
∫ 1

−1 f(x)g(x)dx; á) (f, g) =
∫ 1

0
f(x)g(x)dx

3�8. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà íå óâåëè÷èâàåò äëèíû îðòîãîíàëè-

çèðóåìûõ âåêòîðîâ, ò. å. |bk| 6 |ak|, k = 1, . . . , n, ãäå âåêòîðû bk ïîëó÷åíû èç ak ïðîöåññîì

îðòîãîíàëèçàöèè. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ äëÿ íåêîòîðîãî k èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî |bk| = |ak|?

3�9. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîöåññå îðòîãîíàëèçàöèè ñèñòåìû âåêòîðîâ {a1, . . . ,an} âîçíèêàåò íóëåâîé

âåêòîð bk òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñõîäíàÿ ñèñòåìà {a1, . . . ,an} ëèíåéíî çàâèñèìà. Òî÷íåå,
bk = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ak ∈ 〈a1, . . . ,ak−1〉.

3�10. Ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà Pk(x) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

P0(x) = 1, Pk(x) =
1

2kk!

dk

dxk

(
(x2 − 1)k

)
, k > 1.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì

Pk+1(x) =
2k + 1

k + 1
xPk(x)−

k

k + 1
Pk−1(x), k > 1.

Íàéäèòå ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ P1(x), P2(x), P3(x), P4(x), P5(x).

á) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà P0(x), P1(x), . . . , Pn(x) îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â

ïðîñòðàíñòâå Rn[x] ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (f, g) =
∫ 1

−1 f(x)g(x)dx.

â) Íàéäèòå êâàäðàò äëèíû ìíîãî÷ëåíà Pk(x).
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3�11. Ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà Tk(x) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

T0(x) = 1, Tk(cos θ) = cos kθ, k > 1.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì

Tk+1(x) = 2xTk(x)− Tk−1(x), k > 1.

Íàéäèòå ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ T1(x), T2(x), T3(x), T4(x), T5(x).

á) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà T0(x), T1(x), . . . , Tn(x) îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â

ïðîñòðàíñòâå Rn[x] ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (f, g) =
∫ 1

−1
f(x)g(x)√

1−x2 dx.

â) Íàéäèòå êâàäðàò äëèíû ìíîãî÷ëåíà Tk(x).

3�12. Ïóñòü e1, . . . , ek � íàáîð îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ â Rn. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈
Rn âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ ∑k

i=1(e i, x )
2 6 |x |2,

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî (ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ) äîñòèãàåòñÿ äëÿ âñåõ x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

e1, . . . , ek � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ò. å. k = n.

3�13. Äîêàæèòå, ÷òî QR-ðàçëîæåíèå èìååò ìåñòî äëÿ ëþáûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö. À èìåííî,

äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ âåùåñòâåííóþ ìàòðèöó A ðàçìåðàm×n ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå A = QR,

ãäå Q � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðàm×m, à R = (rij) � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà

m× n ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè íà ¾äèàãîíàëè¿ (ò.å. rij = 0 ïðè i > j è rii > 0).

3�14. Èñïîëüçóÿ ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà, ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó 1 −1 5

−2 0 −3
2 −1 −7


â âèäå QR, ãäå Q � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à R � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè

÷èñëàìè íà äèàãîíàëè.

3�15. Èñïîëüçóÿ ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà, ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó−1 1 1

0 −1 2

−3 −2 6


â âèäå RQ, ãäå Q � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à R � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè

÷èñëàìè íà äèàãîíàëè.

3�16. Èñïîëüçóÿ ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà, ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó(
1 + i −2− i
i 1

)
â âèäå UR, ãäå U � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà, à R � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè

÷èñëàìè íà äèàãîíàëè.


