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ìåëãéñ 1

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ðÒÉÍÅÒÙ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ: ÔÅÏÒÅÍÁ âÒÁÕÜÒÁ, ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅ-
ÂÒÙ.

1. ôÅÏÒÅÍÁ âÒÁÕÜÒÁ íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÏÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, Á ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ). ðÕÓÔØ h : [a; b] → R | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, É
C ∈ [A;B], ÇÄÅ A def= h(a) É B def= h(b). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ c ∈ [a; b] ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ h(c) = C.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ÔÅÏÒÅÍÁ âÒÁÕÜÒÁ × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1). ðÕÓÔØ f : [0; 1] → [0; 1] | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ c ∈ [0; 1] ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(c) = c.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ g(x) def= x − f(x); ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ. ðÏ-
ÓËÏÌØËÕ f(0); f(1) ∈ [0; 1], ÐÏÌÕÞÁÅÍ g(0) = −f(0) ≤ 0 É g(1) = 1 − f(1) ≥ 0. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1 Ë
ÆÕÎËÃÉÉ g ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] = [0; 1] É ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ C = 0, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ c ∈ [0; 1]
ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ g(c) = 0 ⇔ f(c) = c. ¤

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [0; 1] → R2; × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÜÔÏ ÐÁÒÁ ÆÕÎËÃÉÊ: f(t) =
(x(t); y(t)). íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ x É y ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ
ÐÌÏÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÍÙ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [a; b] → R2 (a < b | ÌÀÂÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ),
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(a) = f(b).

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ k ∈ Z; ÔÏÇÄÁ ËÒÉ×ÁÑ 
(k) : [0; 2�] → R2, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ 
(k)(t) = (x(t); y(t)) =
(cos kt; sin kt), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-ËÒÁÔÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ k É ×ÓÅÈ t ∈ [0; 2�]
ÔÏÞËÁ 
(k)(t) ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ | x2(t) + y2(t) = cos2 kt + sin2 kt = 1 { É
ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÅÅ ÔÏÞËÕ |k| ÒÁÚ: x(t) = x(t0); y(t) = y(t0) ⇐⇒ t = t0 + 2�`=k, ` = 0; : : : ; |k| − 1 ÐÒÉ
k 6= 0; ËÒÉ×ÁÑ 
(0)(t) ≡ (1; 0) \ÓÔÏÉÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ".

îÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ' : R2 → R ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ
ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : R2 → R2 | ÐÁÒÁ ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ: F (t; s) = (x(t; s); y(t; s)); ÐÏ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÉÀ, ÏÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ, ÅÓÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ ÆÕÎËÃÉÉ x É y. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : [a; b] × [0; 1] → R2

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ ËÒÉ×ÏÊ f0(t) def= F (t; 0) × ËÒÉ×ÕÀ f1(t) def= F (t; 1) ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ
s ∈ [0; 1] ÆÏÒÍÕÌÁ fs(t) def= F (t; s) ÚÁÄÁÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ËÒÉ×ÕÀ: fs(a) = F (a; s) = F (b; s) = fs(b). ëÒÉ×ÙÅ f0 É f1
ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍÉ (f0 ∼ f1), ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ.

íÙ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÒÉ×ÙÅ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Ô.Å. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f :
[a; b] → R2 \ {(0; 0)}, Á ÔÁËÖÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÔÁËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. çÏÍÏÔÏÐÎÏÓÔØ ËÒÉ×ÙÈ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:
1) ëÁÖÄÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ ÓÁÍÏÊ ÓÅÂÅ: f ∼ f ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÒÉ×ÏÊ f .
2) åÓÌÉ ÏÄÎÁ ËÒÉ×ÁÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ ÄÒÕÇÏÊ, ÔÏ ÔÁ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ ÅÊ: ÅÓÌÉ f0 ∼ f1, ÔÏ f1 ∼ f0.
3) åÓÌÉ ÐÅÒ×ÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ ×ÔÏÒÏÊ, Á ×ÔÏÒÁÑ | ÔÒÅÔØÅÊ, ÔÏ ÐÅÒ×ÁÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ ÔÒÅÔØÅÊ: ÅÓÌÉ

f0 ∼ f1 É f1 ∼ f2, ÔÏ f0 ∼ f2.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. õËÁÚÁÎÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÏÓÑÔ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ \ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÓÔØ", \ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ" É \ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ",
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. åÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ∼ (ÍÅÖÄÕ ËÒÉ×ÙÍÉ ÉÌÉ ÄÒÕÇÉÍÉ ÏÂßÅËÔÁÍÉ) ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏ, ÓÉÍ-
ÍÅÔÒÉÞÎÏ É ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ðÒÉÍÅÒ (ÎÅ ÉÚ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ): ÂÕÄÅÍ
ÐÉÓÁÔØ p ∼ q, ÇÄÅ p É q | ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÅÓÌÉ p− q ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2 (Ô.Å. p É q ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÞÅÔÎÏÓÔØ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2. 1. çÏÍÏÔÏÐÉÑ ÍÅÖÄÕ ËÒÉ×ÏÊ f É ÅÀ ÖÅ: F (t; s) def= f(t).
2. åÓÌÉ F : [a; b] × [0; 1] → R2 | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÍÅÖÄÕ f0(t) def= F (t; 0) É f1(t) def= F (t; 1), ÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÍÅÖÄÕ

f1 É f0 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �(t; s) def= F (t; 1− s).
1



3. åÓÌÉ F1 | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÍÅÖÄÕ f0 É f1, Á F2 | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÍÅÖÄÕ f1 É f2, ÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÍÅÖÄÕ f0 É f2
ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

F (t; s) =
{
F1(t; 2s); 0 ≤ s ≤ 1=2;
F2(t; 2s− 1); 1=2 ≤ s ≤ 1:

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ!), ÞÔÏ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁÀÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ¤

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. úÁÍËÎÕÔÙÅ ËÒÉ×ÙÅ 
(k) : [0; 2�] → R2 \ {(0; 0)} ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ k ÎÅ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 2 ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ ÐÏÚÄÎÅÅ × ÜÔÏÍ ËÕÒÓÅ. óÍÙÓÌ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á × ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ

(k) ÄÅÌÁÅÔ k ÏÂÏÒÏÔÏ× ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ (0; 0) ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, É ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÂÏÒÏÔÏ× ÐÒÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ËÒÉ×ÏÊ
ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3 (ÔÅÏÒÅÍÁ âÒÁÕÜÒÁ × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2). ðÕÓÔØ 
 ⊂ R2 | ËÒÕÇ (Ó ÇÒÁÎÉÃÅÊ) ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó
ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : 
 → 
 ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÏÄ×ÉÖ-
ÎÕÀ ÔÏÞËÕ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ (x; y) ∈ 
 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ F (x; y) = (x; y).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ
t ∈ [0; 1] É ÐÕÓÔØ �(t; s) def= (t cos s; t sin s)−F (t cos s; t sin s). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÅ
� : [0; 2�]×[0; 1] → R2\{(0; 0)}. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ t ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 't : [0; 2�] →
R2 \ {(0; 0)}, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ 't(s) def= �(t; s) | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ (ÐÏÞÅÍÕ?) ËÒÉ×ÁÑ, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
� | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÔÁËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ.

ðÕÓÔØ t = 1. ôÏÞËÁ F (1; s) ÌÅÖÉÔ × ËÒÕÇÅ 
 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �(1; s) ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÏÓÔÒÙÊ ÕÇÏÌ Ó ÒÁÄÉÕÓ-
×ÅËÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÉ (cos s; sin s) (ÌÅÖÁÝÉÍ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ËÒÕÇÁ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �(u; s) def= u(cos s; sin s)+
(1 − u)�(1; s), 0 ≤ u ≤ 1. üÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ×,
ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÏÓÔÒÙÊ ÕÇÏÌ | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ: � : [0; 1] × [0; 2�] → R2 \ {(0; 0)}. ïÞÅ×ÉÄ-
ÎÏ, ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ ÍÅÖÄÕ ËÒÉ×ÙÍÉ �(0; s) = '1(s) É
�(1; s) = 
(1)(s).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, '1 ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ 
(1). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, '0(s) = −F (0; 0) | ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ (ÐÏ-
ÞÅÍÕ?) ×ÅËÔÏÒ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÊ Ó ×ÅËÔÏÒÏÍ (1; 0) ÕÇÏÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
%(t:s) = Rt�0 , ÇÄÅ R�0 | ÐÏ×ÏÒÏÔ ×ÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÕÇÏÌ �. ôÏÇÄÁ % | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ
ËÒÉ×ÕÀ '0 Ó ËÒÉ×ÏÊ  ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ  (s) ÄÌÑ ×ÓÅÈ s ∈ [0; 2�] | ×ÅËÔÏÒ, ÓÏÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ (1; 0). îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ
(ÄÏËÁÖÉÔÅ!), ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ  ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ ËÒÉ×ÏÊ 
(0). ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ %0 ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ 
(0). ÷
ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ %1 ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ 
(1) | ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÁÂÚÁÃÅ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ,
ÞÔÏ 
(0) É 
(1) ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ
F : 
 → 
 ÂÅÚ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, É ÔÅÏÒÅÍÁ âÒÁÕÜÒÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ¤

2. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ É ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ
ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ P (x) = x2n+1+a2nx2n+· · ·+a1x+a0 | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ a0; : : : ; an ∈ R. ôÏÇÄÁ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ: ∃c ∈ R : P (c) = 0.

úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ x > (2n + 1)( |a0| + · · · + |a2n| É x > 1. ôÏÇÄÁ x > (2n + 1) |a2n| ≥ −(2n + 1)a2n, ÏÔËÕÄÁ
x2n+1 > −(2n + 1)a2nx2n (ÐÏÓËÏÌØËÕ x > 0), Á ÔÁËÖÅ x > (2n + 1) |a2n−1| ≥ −(2n + 1)a2n−1, ÏÔËÕÄÁ x2n+1 >
−(2n + 1)a2n−1x2n > −(2n + 1)a2n−1x2n−1 (ÐÏÓËÏÌØËÕ x > 1 > 0), É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, x2n > −(2n + 1)akxk ÄÌÑ
×ÓÅÈ k = 0; : : : ; 2n. óËÌÁÄÙ×ÁÑ ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÐÏÌÕÞÁÅÍ (2n+ 1)x2n+1 > −(2n+ 1)(a2nx2n + · · ·+a0), ÏÔËÕÄÁ
P (x) > 0.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ x < −(2n + 1)( |a0| + · · · + |a2n| É x < −1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ P (x) < 0 (ÚÄÅÓØ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÏÔ
ÆÁËÔ, ÞÔÏ 2n+1 | ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ!). ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ c ∈ R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
P (c) = 0.

ôÅÏÒÅÍÁ 5 (ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ). íÎÏÇÏÞÌÅÎ P (z) = zn+an−1zn−1+· · ·+a1z+a0 ÓÔÅÐÅÎÉ n ≥ 1 Ó ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ a0; a1; : : : ; an−1 ∈ C ÉÍÅÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ËÏÒÅÎØ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ c ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ P (c) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ t ≥ 0, É ÐÕÓÔØ %t(s) = P (t(cos s + i sin s)) ∈ C. ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ C Ó R2; ÔÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, %t ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ (ÐÏÞÅÍÕ?) ËÒÉ×ÏÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ; ÔÏÇÄÁ ËÒÉ×ÁÑ %t ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ t ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ a0 6= 0 (ÉÎÁÞÅ c = 0 | ËÏÒÅÎØ).

ëÒÉ×ÁÑ %0 ≡ a0 ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ 
(0) (ËÁË ËÒÉ×ÁÑ × R2 \ {(0; 0)}) | ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÆÁËÔ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ âÒÁÕÜÒÁ.

ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ t > (n+ 1)( |a0|+ · · ·+ |an−1|) É t > 1, ÔÏ ËÒÉ×ÁÑ %t ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ 
(n).



äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ �(s; u) def= zn+u(an−1zn−1+· · ·+a1z+a0), ÇÄÅ u ∈ [0; 1] | ÐÁÒÁÍÅÔÒ
ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ, Á z = t(cos s + i sin s). ôÏÇÄ |z| = t, ÏÔËÕÄÁ |zn| = tn > (n + 1) |an| tn−1 (ÓÒ. Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ
ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ×ÙÛÅ) = (n+ 1) |an−1zn−1| ≥ (n+ 1) |uan−1zn−1|, Á ÔÁËÖÅ |zn| > |uakzn−1| > |uakzk| ÄÌÑ ×ÓÅÈ k =
0; : : : ; n−1. íÏÄÕÌØ ÓÕÍÍÙ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (Ô.Å. ÐÌÏÓËÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ×) ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ
ÓÕÍÍÙ ÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ, ÏÔËÕÄÁ |zn| > |u(an−1zn−1 + · · ·+ a0)|, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �(s; u) 6= 0 | ËÒÉ×ÁÑ �u ÎÉ ÐÒÉ
ËÁËÏÍ u ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÒÉ×ÁÑ �1 = %t ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ ËÒÉ×ÏÊ �0(s) =
tn(cos s + i sin s)n = tn(cosns + i sinns) = tn
(n)(s); ÜÔÁ ËÒÉ×ÁÑ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ ËÒÉ×ÏÊ 
(n)

(ÄÏËÁÖÉÔÅ!). ìÅÍÍÁ ÔÅÐÅÒØ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2. ¤

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÒÉ×ÁÑ %0 ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ 
(0), Á %t ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ t > 0 | ËÒÉ×ÏÊ 
(n). éÚ ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÅÎÉÑ 2 É ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÙÅ %0 É %t ÎÅ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ËÁË ËÒÉ×ÙÅ × R2 \ {(0; 0)}. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏ, % ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ × R2 \ {(0; 0)}, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ t > 0 É s ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ %t(s) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ
P (t(cos s+ i sin s)) = 0. ¤


