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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ëÁÔÅÇÏÒÉÑ. çÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ.

ëÁÔÅÇÏÒÉÑ | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ ÏÂßÅËÔÏ× É, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÏÂßÅËÔÏ× A
É B, ÎÁÂÏÒÁ Mor(A;B), ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÉÚ A × B. äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×
f ∈ Mor(A;B) É g ∈ Mor(B;C) × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÉÈ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ g ◦ f ∈ Mor(A;C). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏÌÖÎÙ
ÂÙÔØ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:

1) ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁ: h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× A;B;C;D É ÍÏÒÆÉÚÍÏ× f ∈
Mor(A;B); g ∈ Mor(B;C); h ∈ Mor(C;D).

2) îÁÂÏÒ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× Mor(A;A) ÎÅÐÕÓÔ (×ÏÏÂÝÅ Mor(A;B) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÕÓÔÙÍ) É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ
ÜÌÅÍÅÎÔ 1A ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ 1B ◦ f = f ◦ 1A = f ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f ∈ Mor(A;B).

ðÒÉÍÅÒ 1 (ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× Set). ïÂßÅËÔÙ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÍÏÒÆÉÚÍÙ f ∈ Mor(A;B) | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
f : A → B. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.
ðÒÉÍÅÒ 2 (ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Top). ïÂßÅËÔÙ | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÍÏÒ-
ÆÉÚÍÙ f ∈ Mor(A;B) | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : A → B. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÏÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉ-
ÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á). ÷ÏÏÂÝÅ, ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ D, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÏÂßÅËÔ
C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ É ÏÂßÅËÔÏÍ D, É ÌÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ C | ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ D (ÍÅÖÄÕ ÔÅÍÉ ÖÅ ÏÂßÅËÔÁÍÉ),
Á ÏÐÅÒÁÃÉÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ (ÄÌÑ ÔÅÈ ÏÂßÅËÔÏ× É ÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÑÔ × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ C). ôÁË,
Top | ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑ Set.
ðÒÉÍÅÒ 3 (ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÇÒÕÐÐ). ïÂßÅËÔÙ | ÇÒÕÐÐÙ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÒÕÐÐ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ | ËÏÍ-
ÐÏÚÉÃÉÑ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÏÌÅÃ, ÐÏÌÅÊ, ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÄÁÎÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ, ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÁÄ ÄÁÎÎÙÍ ÐÏÌÅÍ É Ô.Ð. ÷ÓÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÑÍÉ Set.
ðÒÉÍÅÒ 4 (ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ). ëÁÔÅÇÏÒÉÑ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂßÅËÔÏÍA É ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× Mor(A;A)
(ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ), ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ (ÏÐÅÒÁÃÉÑ × ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÅ), ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÓÓÏÃÉÁ-
ÔÉ×ÎÏÓÔØ É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ (ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ) ÜÌÅÍÅÎÔ. ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ ÒÁÚ, ÞÔÏ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ ÎÅ Ï ËÁÔÅÇÏÒÉÉ
ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ (ÓÒ. ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ), Á Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÁÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ (× Ô.Þ. ÌÀÂÁÑ ÇÒÕÐÐÁ)
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ.
ðÒÉÍÅÒ 5 (ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ Cat). ïÂßÅËÔÙ | ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÆÕÎËÔÏÒÙ. æÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ D ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ F , ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÂßÅËÔÕ A ËÁÔÅÇÏÒÉÉ
C ÏÂßÅËÔ F (A) ËÁÔÅÇÏÒÉÉ D, Á ËÁÖÄÏÍÕ ÍÏÒÆÉÚÍÕ f ÉÚ Mor(A1; A2) × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C | ÍÏÒÆÉÚÍ F (f) ÉÚ
Mor(F (A1); F (A2)) × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ D ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ: F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f) (ËÏ×ÁÒÉÁÎÔ-
ÎÏÓÔØ) É F (1A) = 1F (A). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Cat ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ Set, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ (ÔÏÞÎÅÅ,
ÎÁÂÏÒ ÅÅ ÏÂßÅËÔÏ×) ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁÂÏÒ ÏÂßÅËÔÏ× ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Set ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ
ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ.
ðÒÉÍÅÒ 6 (ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ). ïÂßÅËÔÙ | ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ, ÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ a É b | ÏÒÉ-
ÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÐÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÜÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ (ÐÌÀÓ, ÅÓÌÉ a = b, ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÊ \ÐÕÓÔÏÍÕ" ÐÕÔÉ). ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× | \ÐÒÉËÌÅÉ×ÁÎÉÅ" ÐÕÔÅÊ (Ë ËÏÎÃÕ ÐÕÔÉ f ∈ Mor(a; b)
ÐÒÉËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÕÔØ g ∈ Mor(b; c) É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÕÔØ g · f ∈ Mor(a; c)).

äÁÌØÛÅ × ËÕÒÓÅ ÂÕÄÕÔ É ÄÒÕÇÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ.
íÏÒÆÉÚÍ f ∈ Mor(A;B) ÍÅÖÄÕ ÏÂßÅËÔÁÍÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÍÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ, Ô.Å. ÍÏÒÆÉÚÍ g ∈ Mor(B;A) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ g ◦ f = 1A É f ◦ g = 1B .
ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÏÎ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ g1; g2 ∈ Mor(B;A) | ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ Ë f ∈ Mor(A;B). ôÏÇÄÁ g1 = g1 ◦ 1B =
g1 ◦ (f ◦ g2) = (g1 ◦ f) ◦ g2 = 1A ◦ g2 = g2. ¤
íÏÒÆÉÚÍ, ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë f , ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ f−1.

ëÁÖÄÏÍÕ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÕ f ∈ Mor(A;B) ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÆÕÎËÔÏÒ Exchf ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C × ÓÅÂÑ, ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÏÇÏ Exchf (A) = B, Exchf (B) = A É Exchf (D) = D ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× D 6= A;B. äÅÊÓÔ×ÉÅ

1



ÆÕÎËÔÏÒÁ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍ ' ∈ Mor(P;Q) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ Exchf (') = u ◦ ' ◦ v, ÇÄÅ

u =





f; Q = A;
f−1; Q = B;
1Q; Q 6= A;B

É v =





f−1; P = A;
f; P = B;
1P ; P 6= A;B:

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Exchf | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎËÔÏÒ. îÁÌÉÞÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ \Ó
ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C" ÏÂßÅËÔÙ A É B ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÙ: ×ÓÑËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ×ÅÒÎÏÅ ÄÌÑ A, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ
ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÂßÅËÔÏ× É ÍÏÒÆÉÚÍÏ× C, ×ÅÒÎÏ ÔÁËÖÅ É ÄÌÑ B, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ïÂßÅËÔÙ, ÍÅÖÄÕ
ËÏÔÏÒÙÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ ÉÌÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ f ÍÅÖÄÕ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ ÏÂßÅËÔÁÍÉ A É B, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ; ÒÁÚÎÙÍ ÉÚÏ-
ÍÏÒÆÉÚÍÁÍ f ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ ÏÂÍÅÎÁ Exchf | ÏÎÉ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ ÏÂßÅËÔÁÈ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ, ÎÏ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁÈ.

ðÒÉÍÅÒ 7. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ. ëÁË ÎÅ-
ÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!), f : A→ B | ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ
ÜÌÅÍÅÎÔÁ b ∈ B ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ A ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f(a) = b. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
f−1 : B → A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ.

ðÒÉÍÅÒ 8. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ëÁË ÎÅÔÒÕÄ-
ÎÏ ×ÉÄÅÔØ, f : A→ B | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÅÎ,
É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f−1 : B → A ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ. çÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÙ Ó ÔÏÐÏ-
ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ.

ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ∼ ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ
1) òÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏ: x ∼ x ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ X.
2) óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ: ÅÓÌÉ x ∼ y, ÔÏ y ∼ x.
3) ôÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ: ÅÓÌÉ x ∼ y É y ∼ x, ÔÏ x ∼ z.

ìÅÍÍÁ 2. íÎÏÖÅÓÔ×Ï X, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ∼, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ
ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á X = ⋃

�X�, X� ∩ X� = ∅ ÐÒÉ � 6= �, ÔÁË ÞÔÏ a ∼ b ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a É b ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ X�.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f ∈ X ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Xf ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× g ∈ X ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ
g ∼ f . åÓÌÉ u; v ∈ Xf , ÔÏ u ∼ f , v ∼ f , ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f ∼ v (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ) É u ∼ v (ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ).
åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Xf É Xg ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ ÎÉËÁËÉÅ ÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:
ÅÓÌÉ u ∼ v, u ∼ f , v ∼ g, ÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ h ∈ Xf ÉÍÅÅÍ h ∼ u, u ∼ v, v ∼ g, ÏÔËÕÄÁ h ∼ g
(ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Xf ⊆ Xg. ïÂÒÁÔÎÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ | ÎÏ ÔÏÇÄÁ Xf = Xg
×ÏÐÒÅËÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ u ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÓÁÍ ÓÅÂÅ (ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÓÔØ),
ÎÅÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Xf É Xg ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.

ðÏÓËÏÌØËÕ f ∈ Xf (ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÓÔØ), ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ Xf ÅÓÔØ ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÉÚ
ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Xf ÏÄÎÏ É ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÇÏ X�. ôÏÇÄÁ ⋃

�X� = ⋃
f Xf = X, É ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ

X� ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÅÓÌÉ a; b ∈ X� = Xf , ÔÏ a ∼ f , b ∼ f | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, a ∼ b, Á ÅÓÌÉ a É
b ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ X�, ÔÏ ÏÎÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ. ¤

îÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f0; f1 : A → B ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍÉ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f0 ∼ f1), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : A × [0; 1] → B (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ F (a; 0) = f0(a) É
F (a; 1) = f1(a) ÄÌÑ ×ÓÅÈ a ∈ A. þÔÏÂÙ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÌÉÛÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÞÁÓÔÏ ÐÉÛÕÔ ft(a) ×ÍÅÓÔÏ F (a; t).

ôÅÏÒÅÍÁ 1. çÏÍÏÔÏÐÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÅ Ó ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ.
éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ∼ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ É ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ, É ÅÓÌÉ f0 ∼ f1 É g0 ∼ g1, ÇÄÅ f0; f1 : A → B
É g0; g1 : B → C, ÔÏ (g1 ◦ f1) ∼ (g0 ◦ f0).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÄÌÑ ÐÒÉÍÅÒÁ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ. åÓÌÉ F : A × [0; 1] → B | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÍÅÖÄÕ
F (0; ·) = f É F (1; ·) = g, Á G : A × [0; 1] → B | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÍÅÖÄÕ G(0; ·) = g = F (1; ·) É G(1; ·) = h, ÔÏ
ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ H : A× [0; 1] → B ÍÅÖÄÕ f É h ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(1) H(a; t) =
{
F (a; 2t); 0 ≤ t ≤ 1=2;
G(a; 2t− 1); 1=2 ≤ t ≤ 1:

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ; ÏÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÇÏ-
ÍÏÔÏÐÉÊ F É G É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ H = F ·G.

ðÒÏ×ÅÒËÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ¤



óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. 1) íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f : A→ B ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ: Ä×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ËÌÁÓÓÕ.

2) ëÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ g ◦ f : A → C, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÌÁÓÓÏ×
ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ, ËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ f É g.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2 (ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1). óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ Hom, ÏÂßÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ÔÏ-
ÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Mor(A;B) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÌÁÓÓÏ× ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÊ A → B, Á ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ËÌÁÓÓÏ× ' ∈ Mor(A;B) É  ∈ Mor(B;C) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ,
ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g ◦ f , ÇÄÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : A → B É g : B → C | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ ËÌÁÓÓÏ× ' É  ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Hom, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-
ÎÙÍÉ. åÓÌÉ \ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ÁÔØ" ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× A É B ÏÚÎÁ-
ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : A→ B É g : B → A ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ g ◦ f ∼ idA, f ◦ g ∼ idB .
ðÒÉÍÅÒ 9. çÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÇÏ-
ÍÅÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ A É B ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : A → B É g : B → A ÔÁËÉÅ,
ÞÔÏ g ◦ f = idA É f ◦ g = idB (×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ), É ÕÖ ÐÏÄÁ×ÎÏ g ◦ f ∼ idA É f ◦ g ∼ idB .
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÎÑÔÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÂßÅËÔÏ× × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Hom \ÂÏÌÅÅ ÇÒÕÂÏÅ", ÞÅÍ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Top.

ïÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ, ËÁË ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ.
ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ∗ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÙÍ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �a ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ) ∗ → X, ÐÅÒÅ-
×ÏÄÑÝÅÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ∗ × a; ÚÄÅÓØ X | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á
a ∈ X | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ.
ðÒÉÍÅÒ 10. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Rn ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × ËÁÞÅÓÔ×Å f : ∗ → Rn ×ÏÚØÍÅÍ f = �0 (ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ∗ × 0 ∈ Rn), Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : Rn → ∗ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï
g ◦ f = 1∗ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Á ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ f ◦ g ∼ 1Rn | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ (ÓÒ. ÐÒÉÍÅÒ 12).
ðÒÉÍÅÒ 11. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ S1 ÎÅ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ËÁË ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ × ÌÅËÃÉÉ 5, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

(k) : S1 → S1 ÎÅ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÔÏÞËÉ × ÔÏÞËÕ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ
(É ÄÁÖÅ ÒÁ×ÎÙ).
ðÒÉÍÅÒ 12. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ A = {(x; y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ B =
R2 \ {(0; 0)}. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : A → B | ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ ÅÅ ÓÁÍÕ, ÎÏ ÕÖÅ ËÁË ÔÏÞËÕ B (A ⊂ B). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : B → A | ÒÁÄÉÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ: g(x; y) =
(x=

√
x2 + y2; y=

√
x2 + y2). ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ g◦f = idA. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ h0

def= f◦g : B → B ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ,
ÞÔÏ g (ÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × B). ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ht(x; y) = t·(x; y)+(1−t)·h0(x; y)
(· | ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÉÊ ×ÅËÔÏÒ). ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÅËÔÏÒÙ (x; y) É h0(x; y) ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ Ó ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ, ×ÅËÔÏÒ ht(x; y) 6= 0, Ô.Å. h Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÅÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ B → B, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h0 Ó ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ h1 = idB .

ðÒÉÍÅÒ 13. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØ R2 ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ R2
+

def= {(x; y) ∈ R2 | y ≥ 0}. äÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ f : R2

+ → R2 | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÏÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ f ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R2
+ \ {(0; 0)} |

ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ R2 \ {a}, ÇÄÅ a def= f(0; 0).
äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ X def= R2

+ \ {(0; 0)} ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ u def= �(0;1) : ∗ → X (ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ∗ × (0; 1)); ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v : X → ∗ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ v◦u = 1∗,
Á G0

def= u ◦ v : X → X | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ×ÅÓØ X × ÔÏÞËÕ (0; 1). çÏÍÏÔÏÐÉÑ Gt : X → X, ÇÄÅ
Gt(x; y) def= (tx; ty + 1− t) ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G0 Ó G1 = 1X . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÁÒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ u; v | ÇÏÍÏ-
ÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ R2 \{a} ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ R2 \{(0; 0)} (ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ
| ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ), ËÏÔÏÒÏÅ, ËÁË ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ × ÐÒÉÍÅÒÅ 12, ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏ (ÐÒÉÍÅÒ 11). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R2 \ {a} É R2

+ \ {(0; 0)}
ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÌÏÓËÏÓÔØ R2 É ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ
Ó ÇÒÁÎÉÃÅÊ R2

+ ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ.


