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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÇÒÕÐÐÏÉÄ É ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ ∗ | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ. ä×Å ÔÏÞËÉ a; b ∈ X ÍÏÖÎÏ
ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �a É �b ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ (ËÒÉ×ÁÑ ÜÔÏ É
ÅÓÔØ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÌÁÓÓÙ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ∗ → X | ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÒÆÉÚÍÙ u ∈ MorHom(∗; X)
× ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Hom | ÜÔÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÌÉÎÅÊÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, a; b ∈ X, Á 
0; 
1 : [0; 1] → X | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÑ (ËÒÉ×ÙÅ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 
0(0) = 
1(0) = a É 
0(1) = 
1(1) = b. çÏÍÏÔÏÐÉÅÊ ËÒÉ×ÙÈ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ
ËÏÎÃÁÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G : [0; 1]2 → X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ G(t; 0) = 
0(t), G(t; 1) = 
1(t) É
G(0; s) = a, G(1; s) = b ÐÒÉ ×ÓÅÈ t; s ∈ [0; 1].
ôÅÏÒÅÍÁ 1. 1) çÏÍÏÔÏÐÉÑ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÅ

Ó ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÊ.
2) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ �1(X), ÏÂßÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ÔÏÞËÉ X, Á ÍÏÒÆÉÚÍ u ∈ Mor(a; b) ÜÔÏ ËÌÁÓÓ ÇÏ-

ÍÏÔÏÐÉÉ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ ËÒÉ×ÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ a→ B. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ËÌÁÓÓÏ× ' ∈ Mor(a; b)
É  ∈ Mor(a; b) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ËÌÁÓÓ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ f · g (ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÊ f É
g), ÇÄÅ ËÒÉ×ÙÅ f; g : [0; 1] → X | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ ËÌÁÓÓÏ× ' É  ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

3) ìÀÂÏÊ ÍÏÒÆÉÚÍ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ �1(X) ÏÂÒÁÔÉÍ.
ëÁÔÅÇÏÒÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÏÂÒÁÔÉÍ (Ô.Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÉÄÏÍ;

�1(X) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÇÒÕÐÐÏÉÄÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1: äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 1
ÌÅËÃÉÉ 6. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ: ÐÕÓÔØ fs; gs (s ∈ [0; 1]) | ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ a; b É b; c ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ËÒÉ×ÙÅ f0 Ó f1 É g0 Ó g1. ðÏÓËÏÌØËÕ fs(1) = b = gs(0)
ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ hs def= fs · gs. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, hs | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ËÒÉ×ÕÀ f0 · g0 Ó f1 · g1.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 2 É 3: éÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÔÏ
ÅÓÔØ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ f; g ËÌÁÓÓÏ× '; (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!). ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ,
ÞÔÏ Á) ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁ, Â) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ É ×) ÄÌÑ
ËÁÖÄÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÏÄÎÏÔÉÐÎÙ É Ó×ÏÄÑÔÓÑ Ë
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÇÏÍÏÔÏÐÉÊ; ÄÏËÁÖÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Á).

ðÕÓÔØ f; g; h | ËÒÉ×ÙÅ ÉÚ ËÌÁÓÓÏ× ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ '; ; �, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ a; b; c. ôÏÇÄÁ
ËÌÁÓÓÙ ' · ( · �) É (' ·  ) · � ÓÏÄÅÒÖÁÔ ËÒÉ×ÙÅ u0 É u1, ÇÄÅ

u0(t) =





f(2t); 0 ≤ t ≤ 1=2;
g(4t− 2); 1=2 ≤ t ≤ 3=4;
h(4t− 3); 3=4 ≤ t ≤ 1

É u1(t) =





f(4t); 0 ≤ t ≤ 1=4;
g(4t− 1); 1=4 ≤ t ≤ 1=2;
h(2t− 1); 1=2 ≤ t ≤ 1

çÏÍÏÔÏÐÉÑ us, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÜÔÉ ËÒÉ×ÙÅ, ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:

us(t) =





f
( 4t

2−s
)
; 0 ≤ t ≤ 2−s

4 ;
g(4t− (2− s)); 2−s

4 ≤ t ≤ 3−s
4 ;

h
( 4t+s−3

s+1
)
; 3−s

4 ≤ t ≤ 1:
äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ us ÎÅ ÔÅÒÐÉÔ ÒÁÚÒÙ×Ï× ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÕÞÁÓÔËÏ×,
Ô.Å. ÐÒÉ t = (2− s)=4 É t = (3− s)=4 | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.

åÄÉÎÉÞÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ 1a ∈ Mor(a; a) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ËÒÉ×ÏÊ, ÓÔÏÑÝÅÊ ÎÅ ÍÅÓÔÅ: ea(t) = a ÄÌÑ
×ÓÅÈ 0 ≤ t ≤ 1.

ðÕÓÔØ ' ∈ Mor(a; b), É f : [0; 1] → X | ËÒÉ×ÁÑ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ ËÌÁÓÓÁ '. ôÏÇÄÁ '−1 ∈ Mor(b; a) | ËÌÁÓÓ,
ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ËÒÉ×ÕÀ g(t) def= f(1− t).

ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÊ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÄÌÑ ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ× 1a ·' = ' = ' ·1b É ' ·'−1 = 1a, '−1 ·' = 1b
| ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ¤

1



óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ôÏÞËÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ËÁË ÏÂßÅËÔÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÇÒÕÐÐÏÉÄÁ ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÍÏÒÆÉÚÍ, Ô.Å. ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ.
ðÒÉÍÅÒ 2. ïÂßÅËÔÙ ÇÒÕÐÐÏÉÄÁ �1(Rn) | ÔÏÞËÉ a ∈ Rn. åÓÌÉ 
0; 
1 : [0; 1] → Rn | Ä×Å ËÒÉ×ÙÅ Ó ÏÂÝÉÍ
ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ 
0(0) = 
1(0) = a, 
0(1) = 
1(1) = b, ÔÏ ÏÎÉ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ:

s(t) = a
1(t) + (1 − s)
0(t) | ÉÓËÏÍÁÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!). ðÏÓËÏÌØËÕ Rn ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
Mor�1(Rn)(a; b) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË a; b ∈ Rn ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ a ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ C ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÒÆÉÚÍÏ× MorC(a; a) ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ
(ÓÒ. Ó ÐÒÉÍÅÒÏÍ 4 ÌÅËÃÉÉ 6). åÓÌÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ C | ÇÒÕÐÐÏÉÄ, ÔÏ ÜÔÁ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ, ËÏÔÏÒÕÀ
ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ c(a). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÐÏ ÔÏÞËÅ a ∈ X ËÁË ÏÂßÅËÔÕ ÆÕÎÄÁÍÅÎ-
ÔÁÌØÎÏÇÏ ÇÒÕÐÐÏÉÄÁ �1(X), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X × ÔÏÞËÅ a É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
�1(X; a).

ðÕÓÔØ a; b | ÏÂßÅËÔÙ ÇÒÕÐÐÏÉÄÁ C, Á f ∈ Mor(a; b) | ÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. ôÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÆÕÎËÔÏÒ
Exchf ; ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ c(a) | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Exchf |c(a) : c(a) → c(b). ðÏÓËÏÌØËÕ Exchf | ÆÕÎËÔÏÒ, ÜÔÏ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ; ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÎÅÍÕ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Exchf |c(b) : c(b) →
c(a). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ g ∈ Mor(b; d), ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Exchf ·g = Exchg ◦Exchf . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
ìÅÍÍÁ 1. ïÐÅÒÁÃÉÑ, ÓÔÁ×ÑÝÁÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÂßÅËÔÕ a ÇÒÕÐÐÏÉÄÁ C ÇÒÕÐÐÕ c(a), Á ËÁÖÄÏÍÕ
ÍÏÒÆÉÚÍÕ f ∈ Mor(a; b) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ Exchf |c(a) : c(a) → c(b), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ ÉÚ C × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ
ÇÒÕÐÐ.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a = b, ÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ c(a) → c(a), ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒÏÍ Exchf , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑ-
ÖÅÎÉÅÍ ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f ∈ Mor(a; a) = c(a): Exchf (g) = f−1 ◦ g ◦ f (×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐÙ
c(a)). ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f; g ∈ Mor(a; b) | Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ c(a) → c(b),
ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÁÍÉ Exchf É Exchg, ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, Á ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐÙ c(a)
(ÉÌÉ c(b)): (Exchg)−1 ◦ Exchf

∣∣
c(a) = Exchfg−1

∣∣
c(a) | ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ fg−1 ∈ c(a).

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2 (ÌÅÍÍÙ 1 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1). åÓÌÉ ÔÏÞËÉ a É b ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ Ó×ÑÚ-
ÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X, ÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ �1(X; a) É �1(X; b) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

÷ Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÇÒÕÐÐÁÍÉ �1(X; a) É �1(X; b) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÅÓÌÉ f : [0; 1] → X | ËÒÉ×ÁÑ,
ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÔÏÞËÉ a É b, Á 
 : [0; 1] → X | ËÒÉ×ÁÑ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÌÁÓÓ g ∈ �1(X:a), ÔÏ ËÌÁÓÓ Exchf (g)
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÒÉ×ÕÀ f−1 · 
 · f .
ðÒÉÍÅÒ 3. �1(S1) = Z. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �1(S1; b) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÙ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÊ 
 : [0; 1] → S1 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ 
(0) = 
(1) = b. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 2, ÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ
ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ b = (1; 0) (ÇÄÅ S1 def= {(x; y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}.

ëÁË ÄÏËÁÚÁÎÏ × ÌÅËÃÉÉ 5, ËÁÖÄÏÍÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f : [0; 1] → S1 ÔÁËÏÍÕ, ÞÔÏ f(0) = f(1)(= b)
ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ | ÉÎÄÅËÓ ind f , ÐÒÉÞÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù. ôÅÍ
ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ind : �1(S1; b) → Z; ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ.

1. ind | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ðÕÓÔØ '1; '2 ∈ �1(S1; b), Á f1; f2 : [0; 1] → S1 | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÉÚ ËÌÁÓÓÏ×
ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ '1; '2. ôÏÇÄÁ ËÒÉ×ÁÑ

f(t) =
{
f1(2t); 0 ≤ t ≤ 1=2;
f2(2t− 1); 1=2 ≤ t ≤ 1

ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ '1 · '2
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ F1; F2 : [0; 1] → R ÐÏÄÎÑÔÉÑ ËÒÉ×ÙÈ f1; f2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ F1(0) = F2(0) = 0 (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ Ï

ÐÏÄÎÑÔÉÉ, F1; F2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙ); ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÎÄÅËÓÁ F1(1) = ind f1, F2(1) = ind f2.
ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

F (t) =
{
F1(2t); 0 ≤ t ≤ 1=2;
F1(1) + F2(2t− 1); 1=2 ≤ t ≤ 1

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ ËÒÉ×ÏÊ f , ÐÒÉÞÅÍ F (0) = 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ind f = F (1) = F1(1)+F2(1) = ind f1 +ind f2.

2. ind | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f : [0; 1] → S1 | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÉÎÄÅËÓÁ 0,
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(0) = f(1) = b, ÔÏ ÏÎÁ ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ (Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ) ËÒÉ×ÏÊ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÊ ×ÅÓØ
ÏÔÒÅÚÏË × ÔÏÞËÕ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÁÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÕÖÅ ÂÙÌÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ
(Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ) ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2 × ÌÅËÃÉÉ 5 | ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ËÏÎÃÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ
ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ.



3. ind | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ k ÉÍÅÅÍ ind 
(k) = k, ÇÄÅ 
(k)(t) def= (cos 2�kt; sin 2�kt).
éÚ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÐÏÓÌÅ ÌÅÍÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Mor�1(S1)(a; b) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË a; b ∈ S1

ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×: ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ×ÓÅ-
×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �1(S1; a) = Z ÓÌÅ×Á (ÉÌÉ �1(S1; b) = Z ÓÐÒÁ×Á). ðÒÉ ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Exchf |�1(S1;a) :
�1(S1; a) → �1(S1; b) ÏÔ ËÒÉ×ÏÊ f ∈ Mor�1(S1)(a; b) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ: Ä×Á ÔÁËÉÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ×ÎÕ-
ÔÒÅÎÎÉÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ) ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, Á ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ Z ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ
É ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÎÅ ÉÍÅÅÔ.


