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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÇÒÕÐÐÏÉÄ ËÁË ÆÕÎËÔÏÒ. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚ-
ÎÙÈ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

÷ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X ËÁÔÅÇÏÒÉÀ �1(X),
ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÇÒÕÐÐÏÉÄÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ f : X → Y | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, Á u ∈ Mor�1(X)(a; b), ÔÏ ÅÓÔØ ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ (Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ
ËÏÎÃÁÍÉ) ËÒÉ×ÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÔÏÞËÉ a É b ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X. ðÕÓÔØ 
 : [0; 1] → X | ËÒÉ×ÁÑ ËÌÁÓÓÁ u.
óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ËÌÁÓÓÕ u ËÌÁÓÓ �1(f)(u) ∈ Mor�1(Y )(f(a); f(b)), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ËÒÉ×ÕÀ f ◦ 
 : [0; 1] → Y .
ôÅÏÒÅÍÁ 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �1 ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Top ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×
× ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÇÒÕÐÐÏÉÄÏ× (ÏÂßÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ÇÒÕÐÐÏÉÄÙ, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÆÕÎËÔÏÒÙ).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÁ (ËÌÁÓÓÁ ÇÏÍÏ-
ÔÏÐÉÉ ËÒÉ×ÙÈ) �1(f)(u) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ËÒÉ×ÏÊ 
 ËÌÁÓÓÁ u | ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÅÅ ÎÁ ÇÏÍÏÔÏÐÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ
ËÒÉ×ÁÑ f ◦ 
 ÔÁËÖÅ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÇÏÍÏÔÏÐÎÕÀ. ôÁËÖÅ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �1(g ◦ f) = �1(g) ◦ �1(f), ÇÄÅ
g : Y → Z | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.

ïÂÅ ÜÔÉ ÐÒÏ×ÅÒËÉ | (ÌÅÇËÏÅ) ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ¤
æÕÎËÔÏÒ �1(f) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f∗ :

�1(X; a) → �1(Y; f(a)). åÓÌÉ g : Y → Z | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
(g ◦ f)∗ − g∗ ◦ f∗, ÇÄÅ g∗ : �1(Y; f(a)) → �1(Z; g(f(a))).

éÚÕÞÉÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÁ �1(f) ÐÒÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÆÕÎËÔÏÒÁ
�1 ÎÅÌØÚÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÉÚ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Hom × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÇÒÕÐÐÏÉÄÏ×. ôÅÍ ÎÅ
ÍÅÎÅÅ, ÐÒÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : X → Y ÆÕÎËÔÏÒ �1(f) ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ �1(X) × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ �1(Y ) ×ÅÄÅÔ
ÓÅÂÑ \ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÏ".

ðÕÓÔØ ht : X → Y , 0 ≤ t ≤ 1,| ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ X (Ô.Å.
ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ �1(X)) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÒÉ×ÁÑ 
a : [0; 1] → Y , ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ 
a(t) def= ht(a).
ëÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ËÒÉ×ÏÊ 
a Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ | ÍÏÒÆÉÚÍ ua ∈ Mor�1(Y )(h0(a); h1(a)) ËÁÔÅÇÏÒÉÉ
�1(Y ).
ôÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ a ∈ X ËÁÔÅÇÏÒÉÉ �1(X) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �1(h1)(a) = Exchua(�1(u0(a))).
äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ v ∈ Mor�1(X)(a; b) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �1(h1)(v) = u−1

a ·�1(h0)(v) · ub.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ X ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (h1)∗ = Exchua ◦(h0)∗, ÇÄÅ, ÎÁÐÏ-
ÍÎÉÍ, (h0)∗ : �1(X; a) → �1(Y; h0(a)) É (h1)∗ : �1(X; a) → �1(Y; h1(a)) | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ
ÇÒÕÐÐ, ÐÏÒÏÖÄÁÎÎÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÔÏÒÏ× �1(h0) É �1(h1) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Mor�1(X)(a; a) def= �1(X; a).

÷ Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ h1(v) = ua · v · u−1
a ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ v ∈ �1(X; a). åÓÌÉ

h1(a) = h0(a) def= b, ÔÏ ËÒÉ×ÁÑ 
a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÔÌÅÊ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ × ÔÏÞËÅ b, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ua ∈ �1(Y; b).
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÒÕÐÐ (h0)∗ É (h1)∗ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐÙ �1(Y; b)
| ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ua.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2. ðÕÓÔØ � : [0; 1] → X | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÐÒÉÞÅÍ �(0) = a É �(1) = b.
ôÅÏÒÅÍÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ h1 ◦ � ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ ËÒÉ×ÏÊ 
−1

a · (h0 ◦ �) · 
b. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ s ∈ [0; 1] ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ
ËÒÉ×ÕÀ 
(s)

a ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ 
(s)
a (t) = h(1−s)t(a); ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ 
(s)

b . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ËÒÉ×ÙÈ �s = (
(s)
a )−1 ·

(h1−s◦�) ·
(s)
b | ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ 
(s)

a (1) = h1−s(a) = (h1−s◦�)(0) É (h1−s◦�)(1) = h1−s(b) = 
(s)
b (0).

ëÒÉ×ÁÑ �1 = 
−1
a · (h0 ◦ �) · 
b, Á ËÒÉ×ÁÑ �0 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ 1a · [h1 ◦ �] · 1b = [h1 ◦ �] ([] |

ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ËÒÉ×ÏÊ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ), ÔÏ ÅÓÔØ ÇÏÍÏÔÏÐÎÁ h1 ◦ �. ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2 (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1). åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h : X → X ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ, ÔÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ
h∗ : �1(X; a) → �1(X;h(a)) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ; ÅÓÌÉ h(a) = a, ÔÏ h∗ = id�1(X;b).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ht ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ h0 = idX É h1 = h. ðÕÓÔØ v ∈
�1(X; a) | ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÐÅÔÌÉ � : [0; 1] → X, �(0) = �(1) = a. ôÏÇÄÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1 h∗(v)
| ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÅÔÌÉ 
−1

a · � · 
a, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁ×ÅÎ Exchu(v), ÇÄÅ u ∈ Mor(a; h(a)) | ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÕÔÉ

a(t) def= ht(0). îÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÏÂÍÅÎÁ Exchu ÏÂÒÁÔÉÍ (Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ). ¤
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3 (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2). ðÕÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X É Y ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : X → Y É g : Y → X ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÏÂÒÁÔÎÙ. ôÏÇÄÁ f∗ : �1(X; a) →
�1(Y; f(a)) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g∗ : �1(Y; f(a)) → �1(X; g(f(a))). óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 2, ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÅ g∗ ◦ f∗ = (g ◦ f)∗ : �1(X; a) → �1(X; g(f(a))) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ v ∈ �1(X; a) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
ÑÄÒÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f∗ (Ô.Å. f∗(v) = 1�1(Y )), ÔÏ g∗(f∗(v)) = g∗(1�1(Y )) = 1�1(X), ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ v = 1�1(X)
(g∗◦f∗ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ, Ô.Å. ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ X ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ
f∗ : �1(X; a) → �1(Y; f(a)) ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÑÄÒÏ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÕÓÔØ b ∈ Y ; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ g∗ : �1(Y; b) → �1(X; g(b)) É f∗ : �1(X; g(b)) →
�1(Y; f(g(b))). óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 2, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f∗ ◦ g∗ = (f ◦ g)∗ : �1(Y; b) → �1(Y; f(g(b))) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.
ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ u ∈ �1(Y; f(g(b))) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ w ∈ �1(Y; b) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ
f∗(g∗(w)) = u. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÒÁÚÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ f∗ : �1(X; g(b)) → �1(Y; f(g(b))) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÓÑ ÇÒÕÐÐÁ
�1(Y; f(g(b))). ðÏÓËÏÌØËÕ Y ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ
f∗ : �1(X; a) → �1(Y; f(a)) | ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÓÑ ÇÒÕÐÐÁ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ f∗ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ. ¤
ðÒÉÍÅÒ 1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R2 \ {(0; 0)} (ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÂÅÚ ÔÏÞËÉ) ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. óÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �1(R2 \ {(0; 0)}) = Z (ÔÏÞËÕ ÕËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅ ÎÕÖÎÏ, Ô.Ë. R2 \ {(0; 0)} ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ).


