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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏ-
ÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ
ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÁÓØ ÒÁÎÅÅ ÄÌÑ ÎÁËÒÙÔÉÑ p : R→ S1. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×

ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÈÏÖÅÅ; ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÇÏ ÄÌÑ ÐÏÌÎÏÔÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ.

åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ: ðÕÓÔØ H1;H2 : [0; 1]n → E | Ä×Á ÐÏÄÎÑÔÉÑ, H1(0) = H2(0) = x (ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ
0 def= (0; : : : ; 0)) É R def= {s ∈ [0; 1]n | H1(s) = H2(s)}. íÎÏÖÅÓÔ×Ï R ÎÅÐÕÓÔÏ (0 ∈ R); ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÔËÒÙÔÏ
É ÚÁÍËÎÕÔÏ.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï R ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ (ÐÏÞÅÍÕ?) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {(y; y) | y ∈
E} ⊂ E × E ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ t 7→ (H1(t);H2(t)). úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ R 6= [0; 1]n, ÔÏ ÏÎÏ
ÉÍÅÅÔ ÇÒÁÎÉÞÎÕÀ ÔÏÞËÕ u, Ô.Å. ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ V 3 u | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ V ∩R
É V ∩ ([0; 1]n \R) ÏÂÁ ÎÅÐÕÓÔÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ R ÚÁÍËÎÕÔÏ, u ∈ R, ÔÏ ÅÓÔØ H1(u) = H2(u).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ U ⊂ B | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ b def= H1(u) = H2(u), ÕÐÏÍÑÎÕÔÁÑ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁËÒÙÔÉÑ, É
ÐÕÓÔØ � : p−1(U) → F | ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÑ. ÷ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ h ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ⊂ [0; 1]n ÔÏÞËÉ
u ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ h(V ) ⊂ U , ÏÔËÕÄÁ H1(V );H2(V ) ⊂ p−1(U).

éÍÅÅÍ �(H1(u)) = �(H2(u)) def= k. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V Ó×ÑÚÎÙÍ; ÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � ◦ H1 : V → F É � ◦ H2 : V → F ÐÏÓÔÏÑÎÎÙ | ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �(H1(v)) =
k = �(H2(v)) ÄÌÑ ×ÓÅÈ v ∈ V . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, p(H1(v)) = h(v) = p(H2(v)), ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
�(H1(v)) = (p(H1(v)); �(H1(v))) = (k; h(v)) = (p(H2(v)); �(H2(v))) = �(H2(v)). ðÏÓËÏÌØËÕ � | ÇÏÍÅÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍ, ÏÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ H1(v) = H2(v) ÄÌÑ ×ÓÅÈ v ∈ V . îÏ ÜÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ
ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÇÒÁÎÉÞÎÕÀ ÔÏÞËÕ u É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó [0; 1]n \R.

ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÅÔ, R = [0; 1]n, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ
ÄÏËÁÚÁÎÁ.

óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ: äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n.

âÁÚÁ n = 1 ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T ⊂ [0; 1] ÔÏÞÅË t ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÄÎÑÔÉÅ H(t) : [0; t] → E (Ó
ÕÓÌÏ×ÉÅÍ H(t)(0) = x). åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÐÏÄÎÑÔÉÑ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÅÓÌÉ t ∈ T É 0 ≤ s ≤ t, ÔÏ s ∈ T , É
H(s) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ H(t)∣∣

[0;s]. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ×ÓÅ ÐÏÄÎÑÔÉÑ H(t) ÏÂÝÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ
H.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T ÏÔËÒÙÔÏ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ t ∈ T . ðÕÓÔØ U ⊂ B | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ
b = h(t), ÕÐÏÍÑÎÕÔÁÑ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁËÒÙÔÉÑ, Á � : p−1(U) → F | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÑ. ðÕÓÔØ
�(H(t)) def= k. ÷ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ h ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ h((t − "; t + ")) ⊂ U É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
H((t−"; t]) ⊂ p−1(U). ðÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌ (t−"; t] Ó×ÑÚÅÎ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F ÄÉÓËÒÅÔÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �◦H ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ
| ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �(H(s)) = k ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ s ∈ (t−"; t]). óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÁËÒÙÔÉÑ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �−1(k) ⊂
p−1(U) ÏÔËÒÙÔÏ, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~p def= |�−1(k) : �−1(k) → U | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~H def= ~p−1 ◦h
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (t − "; t + ") É ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó H ÎÁ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (t = "; t]. ôÅÍ
ÓÁÍÙÍ ÐÏÄÎÑÔÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å [0; t + "), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (t − "; t + ") ⊂ T , É ÏÔËÒÙÔÏÓÔØ T
ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ t∗ = supT . ëÁË ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T ×ÙÐÕËÌÏ: ÅÓÌÉ t ∈ T É 0 ≤ s ≤ t, ÔÏ s ∈ T .
ðÏÜÔÏÍÕ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ T ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ, ÞÔÏ t∗ ∈ T (ÄÏËÁÖÉÔÅ!); ÄÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ. ðÕÓÔØ, ËÁË É ×
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÏÔËÒÙÔÏÓÔÉ, U | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ b = h(t∗) ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁËÒÙÔÉÑ, É � : p−1(U) →
F | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÑ. éÚ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ T ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ [0; t∗) ⊂ T , Á ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ h
×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ h((t∗ − "; t∗)) ⊂ U . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ◦ H : (t∗ −
"; t∗) → F ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ((t∗− "; t∗) Ó×ÑÚÎÏ, F ÄÉÓËÒÅÔÎÏ), ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ: �(H(s)) =
const: def= k ÄÌÑ ×ÓÅÈ s ∈ (t∗ − "; t∗). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ~p def= p|�−1(k) : �−1(k) → U ; ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÜÔÏ
ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. îÏ ÔÏÇÄÁ limt→t∗ H(s) = ~p−1(limt→t∗ h(t) = ~p−1(b) | ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÌÏÑ

1



p−1(b) ⊂ p−1(U) ⊂ E ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ b ∈ B. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, H ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÐÏÄÎÑÔÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÎÁ
ÏÔÒÅÚËÅ [0; t∗], ÔÁË ÞÔÏ t∗ ∈ T É T ÚÁÍËÎÕÔÏ.

ðÏÓËÏÌØËÕ T ÏÔËÒÙÔÏ, ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÎÅÐÕÓÔÏ, T = [0; 1] × ÓÉÌÕ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, É ÂÁÚÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ n = 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.
ûÁÇ ÉÎÄÕËÃÉÉ n−1 7→ n. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ) ÐÏÄÎÑÔÉÅ H0 : [0; 1]n−1×
{0} → E. ðÕÓÔØ � = (t1; : : : ; tn−1) ∈ [0; 1]n−1; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÉ×ÕÀ h� : [0; 1] → B, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
h� (t) def= h(t1; : : : ; tn−1; t). óÏÇÌÁÓÎÏ ÂÁÚÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ) ÐÏÄÎÑÔÉÅ H� : [0; 1] → E
ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p ◦ H� = h� É H� (0) = H0(t1; : : : ; tn−1). ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ H(t1; : : : ; tn−1; tn) def= H� (tn).
ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ H | ÐÏÄÎÑÔÉÅ (p ◦H = h) É ÞÔÏ H(0; : : : ; 0) = x; ÔÁË ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ,
ÜÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ H. úÁÍÅÔÉÍ ÓÒÁÚÕ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ tn ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÉÚ
ÂÁÚÙ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ t def= (t1; : : : ; tn) ∈ [0; 1]n ÐÕÓÔØ Ut ⊂ B | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ h(t) ∈ B ÉÚ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁËÒÙÔÉÑ, É �t : p−1(Ut) → F | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÔÒÉ×ÉÁÌÉÚÁÃÉÑ. ÷ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ h ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÂÏÒ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ " = ("(t)

1 ; : : : ; "(t)
n ) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ h(Kt;") ⊂ U , ÇÄÅ Kt;"

def= (t1 − "(t)
1 ; t1 +

"(t)
1 ) × · · · × (tn − "(t)

n ; tn + "(t)
n ) (ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ t ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

�t def= �t ◦H : Kt;" → F . îÁÚÏ×ÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ Kt;" ÈÏÒÏÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ (ÏÂÒÁÚ |
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ kt ∈ F ).
ìÅÍÍÁ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÈÏÒÏÛÉÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏ× ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

1) åÓÌÉ Kt;" ÈÏÒÏÛÉÊ, ÔÏ ÐÏÄÎÑÔÉÅ H ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ t = (t1; : : : ; tn) ∈ [0; 1]n.
2) åÓÌÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ Kt:" ÈÏÒÏÛÉÊ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ks;�

def= Kt;" ∩ Kt′;"′ 6= ∅, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �t′
ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ (ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ) ÎÁ Ks;�.

3) åÓÌÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ Kt;" ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ (t1; : : : ; tn−1; 0), ÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1. ðÕÓÔØ �(H(s)) = const: = k ÄÌÑ ×ÓÅÈ s ∈ Kt;". ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ~p def= |�−1(k) : �−1(k) → U
| ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ H = ~p−1 ◦ h | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

2. éÚ ÐÕÎËÔÁ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÄÎÑÔÉÅ H ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÎÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÅ Kt;" | Á, ÚÎÁÞÉÔ, É ÎÁ ÍÅÎØÛÅÍ
ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÅ Ks;� ⊂ Kt;". ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �t′ ◦ H|Ks;� : Ks;� → F ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ (Ks;� Ó×ÑÚÅÎ, F ÄÉÓËÒÅÔÎÏ).

3. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÐÏÄÎÑÔÉÑ H ÎÁ [0; 1]n−1×{0} ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ | ÔÁË ÖÅ, ËÁË
× ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÐÕÎËÔÁ 1 | ÞÔÏ �◦H ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Kt;"∩ [0; 1]n−1×{0} (ÜÔÏ ÇÒÁÎØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉ-
ÐÅÄÁ Kt;"). ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ � = (s1; : : : ; sn−1) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ H(s1; : : : ; sn−1; sn) = H� (sn) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÐÏ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �t(H� (sn)) ∈ F ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ sn. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ �t(H(s)) = const: ÐÒÉ s ∈ Kt;". ¤

äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ � = (t1; : : : ; tn−1) ∈ [0; 1]n−1 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÒÅÚÏË
I� = {(t1; : : : ; tn−1; s) |} ⊂ [0; 1]n. ïÔËÒÙÔÙÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÙ Kt;" ÐÒÉ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ t ∈ I� ÐÏËÒÙ×ÁÀÔ
I� | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÓÉÌÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ s1; : : : ; sN É ×ÅËÔÏÒÏ× "(1) =
("(1)

1 ; : : : ; "(1)
n ); : : : ; "(N) = ("(N)

1 ; : : : ; "(N)
n ) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÙ Q1

def= K(�;s1);"(1) ; : : : ; QN def= K(�;sN );"(N)

ÐÏËÒÙ×ÁÀÔ I� . õÍÅÎØÛÁÑ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ "(i)
j ÐÒÉ i = 1; : : : ; N É j = 1; : : : ; n − 1 (ÎÏ ÎÅ j = n!),

ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ×ÓÅ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ | ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ ÏÔÒÅÚÏË ÂÕÄÅÔ ÐÏËÒÙÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁÍÉ
Q1; : : : ; QN Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ \ÐÏÐÅÒÅÞÎÙÍ ÓÅÞÅÎÉÅÍ". õÍÅÎØÛÁÑ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ "(i)

n , i = 1; : : : ; N , ÍÏÖÎÏ
ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ Qi ÐÅÒÅÓÅËÁÌÓÑ ÔÏÌØËÏ Ó Qi−1 É Qi+1 (ÄÏËÁÖÉÔÅ!).

ðÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ Q1 | ÈÏÒÏÛÉÊ ÐÏ ÐÕÎËÔÕ 3 ÌÅÍÍÙ 1. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÕÎËÔÕ 2 ÌÅÍÍÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �2 ◦ H
ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÎÁ Q1 ∩ Q2. îÏ, ËÁË ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ, ÔÏÞËÁ �2(H(s1; : : : ; sn−1; sn)) ∈ F ÎÅ
ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ sn | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �2 ◦ H ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÎÁ Q2, É Q2 | ÈÏÒÏÛÉÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÐÏ
ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÙ Qi ÈÏÒÏÛÉÅ; ÉÚ ÐÕÎËÔÁ 1 ÌÅÍÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÐÏÄÎÑÔÉÅ
H ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÎÁ ×ÓÅÍ ÏÔÒÅÚËÅ I� . ðÏÓËÏÌØËÕ � ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ, ÐÏÄÎÑÔÉÅ H ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÎÁ ×ÓÅÍ ËÕÂÅ [0; 1]n. ¤

ëÁÔÅÇÏÒÉÑ ÎÁËÒÙÔÉÊ
ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ É �1(X) ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ

(ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ). ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ X
É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U 3 a ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
a ∈ V ⊂ U .
ðÒÉÍÅÒ 1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Rn ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏ É ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Q ⊂ R (Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÏÄ-
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÍ: ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ⊂ Q ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ
Ó×ÑÚÎÙÍÉ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 2Á ÌÉÓÔËÁ 3). R2 \ Q2 ⊂ R2 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÍ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!), ÈÏÔÑ ÌÏ-
ËÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÓÔÉ; ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÅÇÏ
ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ).



ìÅÍÍÁ 2. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ × ÅÇÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÍ ÇÒÕÐÐÏÉÄÅ
�1(X) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË a; b ∈ X ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ a × b (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ É ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ 
0; 
1 : [0; 1] → X Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ a; b ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ
Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ Mor�1(X)(a; b) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÙÅ Ä×Å
ÔÏÞËÉ a; b ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ËÒÉ×ÏÊ (ÉÎÁÞÅ Mor�1(X)(a; b) = ∅), ÔÁË ÞÔÏ X ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ. ðÏÌÁÇÁÑ b = a,
ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ �1(X; a) = Mor�1(X)(a; a) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, X ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ X ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏ. ÷ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ Mor�1(X)(a; b) 6= ∅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ X. ðÕÓÔØ
u1; u2 ∈ Mor�1(X)(a; b). ôÏÇÄÁ u1 ·u−1

2 ∈ �1(X; a), ÏÔËÕÄÁ u1 ·u−1
2 = 1a | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, u2 = 1au2 = u1u−1

2 u2 =
u11b = u1, É Mor�1(X)(a; b) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. ¤

ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ B É E | ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, Á p : E → B | ÎÅÐÒÅ-
ÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ; ÐÕÓÔØ b ∈ B. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ p−1(b) ⊂ E ÄÉÓËÒÅÔÅÎ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p
ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÐÏÄÎÑÔÉÑ ÐÕÔÅÊ: ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÕÔÉ 
 : [0; 1] → B ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ 
(0) = b, É ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ x ∈ E ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ p(x) = b, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ ÐÕÔØ � : [0; 1] → E ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ p ◦ � = 

É �(0) = x. ôÏÇÄÁ p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ F def= p−1(b) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ a ∈ B. ðÏÓËÏÌØËÕ B ÌÉÎÅÊ-
ÎÏ Ó×ÑÚÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ 
, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ a Ó b. ÷ÏÚØÍÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å U 3 a ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÕÀ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 2, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ c ∈ U ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ
Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ, ÐÕÔØ �c : [0; 1] → U ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �c(0) = c, �c(1) = a; ÔÏÇÄÁ ÐÕÔØ �c · 
 ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ c
É b.

óÏÇÌÁÓÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÐÏÄÎÑÔÉÑ ÐÕÔÅÊ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ p−1(c) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ ÐÕÔØ � : [0; 1] → E
ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ p◦� = �c ·
 É �(0) = x. ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �(x) def= �(1) ∈ p−1(b) = F ; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : p−1(U) → F . ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï E ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ p−1(V )
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï W ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ x ∈ W ⊂ p−1(V ). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �
ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÎÁ W É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ × ÔÏÞËÅ x. ðÏÓËÏÌØËÕ x ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ÎÅÐÒÅ-
ÒÙ×ÎÏ.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ � = p × � : p−1(U) → U × F | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÕÓÔØ c ∈ U ; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÕÔØ �c, ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ' ∈ p−1(b) = F ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÏÄÎÑÔÉÅ � : [0; 1] → E ÐÕÔÉ

−1 · �−1

c (ÉÚ b × c), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �(0) = '. ôÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ �(1) ∈ p−1(c) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,
�(�(1)) = (c; '). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, � ÏÂÒÁÔÉÍÏ. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ � ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ
�; ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ �−1 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ p É ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ � ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ p−1(U) × ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F (ÕÔÏÞÎÉÔÅ!). ¤

ðÕÓÔØ B | ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÏÞËÕ b ∈ B É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ËÁÔÅÇÏÒÉÀ Cover(∗)

B , ÏÂßÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ÔÒÏÊËÉ (E; p; x), ÇÄÅ E | ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, p : E → B
| ÎÁËÒÙÔÉÅ, Á x ∈ E | ÔÏÞËÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ p(x) = b. íÏÒÆÉÚÍÏÍ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Cover(∗)

B ÉÚ ÏÂßÅËÔÁ (E1; p1; x1)
× ÏÂßÅËÔ (E2; p2; x2) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : E1 → E2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p2 ◦ f = p1 É f(x1) =
x2; ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ôÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ idE | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ
ÍÏÒÆÉÚÍ; ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ.

ïÂßÅËÔ a ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ó ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ b ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ
ÍÏÒÆÉÚÍ fb : a→ b. éÎÉÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÂßÅËÔ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ, ÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ
ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÂßÅËÔÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.
ðÒÉÍÅÒ 2. ÷ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÅÓÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÂßÅËÔ | ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÍÏÒÆÉÚÍÙ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÐÌÀÓ ÏÄÉÎ \ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ" ÍÏÒÆÉÚÍ fA : ∅ → A ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A).

÷ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÂßÅËÔ | ÇÒÕÐÐÁ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ; × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ× | ÎÕÌØÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ÎÕÌÑ). ÷ ÇÏÍÏÔÏÐÉ-
ÞÅÓËÏÍ ÇÒÕÐÐÏÉÄÅ �1(X) ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X ÌÀÂÏÊ ÏÂßÅËÔ | ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÊ (É ÏÎÉ ×ÓÅ ÉÚÏÍÏÒÆ-
ÎÙ), Á ÅÓÌÉ X ÎÅ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏ, ÔÏ ÉÎÉÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ÄÏËÁÖÉÔÅ!).
ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØG| ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ SubgrG, ÏÂßÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ
H ⊂ G, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐ: ÅÓÌÉ H1 ⊆ H2 | ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ G, ÔÏ ÍÅÖÄÕ H1 É
H2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, Á ÅÓÌÉ H1 6⊆ H2, ÔÏ Mor(H1; H2) = ∅. ÷ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ SubgrG ÉÍÅÅÔÓÑ
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÂßÅËÔ | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ B ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ É ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏ. ôÏÇÄÁ × ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Cover(∗)
B ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÎÉ-

ÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÂßÅËÔ (E0; p0; x0) (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ); ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï E0 ÔÁËÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ
ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏ.



äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÚØÍÅÍ E0 = ⋃
a∈B Mor�1(B)(b; a) É ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ p0(x) = a, ÅÓÌÉ x ∈ Mor�1(B)(b; a).

éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÍÉ, E0 ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ (Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ) ÐÕÔÅÊ 
 : [0; 1] → B ÔÁ-
ËÉÈ, ÞÔÏ 
(0) = b. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p0 : E0 → B ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÕÔÅÊ 
 ÔÏÞËÕ

(1) ∈ B.

ôÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÏ ××ÅÓÔÉ × E0 ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ. ðÕÓÔØ U ⊂ B | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, É x ∈ E0 ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ p0(x) def=
q ∈ U (Ô.Å. x | ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÕÔÅÊ 
 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ 
(0) = b É 
(1) def= q ∈ U). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ V (x;U) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ËÌÁÓÓÏ× ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÕÔÅÊ ×ÉÄÁ x ·y, ÇÄÅ y | ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÕÔÅÊ � ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ �(0) = q É �(t) ∈ U ÐÒÉ ×ÓÅÈ
t. íÎÏÖÅÓÔ×Á V (x;U) ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ × E0: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ E0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× V (x�; U�), ÇÄÅ ÉÎÄÅËÓ � ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ)
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.

ìÅÍÍÁ 4. ôÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔ E0 × ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÒÁÚÕ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× × E0 ÏÔËÒÙ-
ÔÏ, É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ∅ É E0 ÏÔËÒÙÔÙ. ÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔËÒÙÔÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ,
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ V (x1; U1)∩V (x2; U2) ÏÔËÒÙÔÏ (ÚÄÅÓØ U1; U2 ⊂ B | ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á,
x1; x2 ∈ E0 | ËÌÁÓÓÙ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÕÔÅÊ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × b É ËÏÎÃÁÍÉ q1 ∈ U1, q2 ∈ U2).

ðÕÓÔØ y ∈ V (x1; U1) ∩ V (x2; U2) | ÐÕÓÔØ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × b É ËÏÎÃÏÍ × q def= y(1), ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, q ∈ U1 ∩ U2. éÚ
ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÓÔÉ B ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U 3 q, U ⊂ U1∩U2.
ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ× V ÐÏÌÕÞÅÍ, ÞÔÏ V (y; U) ⊂ V (x1; U1) ∩ V (x2; U2). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ V (x1; U1) ∩ V (x2; U2)
ÏÔËÒÙÔÏ (Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× V (y; U) ÄÌÑ ×ÓÅÈ y ∈ V (x1; U1)∩V (x2; U2)), ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔËÒÙÔÏ. ¤

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ⊂ B É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÕÔÉ x ∈ p−1
0 (U) ⊂ E0 ÉÍÅÅÍ ÐÏ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ V (x; U) ⊂ p−1
0 (U). ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ p−1

0 (U) = ⋃
x∈p−1

0 (U) V (x;U) ÏÔËÒÙÔÏ, ÔÏ ÅÓÔØ p0 :
E0 → B ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï E0 É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p0 : E0 → B ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÌÅÍÍÙ 3.

äÉÓËÒÅÔÎÏÓÔØ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ ÔÏÞËÉ ðÕÓÔØ a ∈ B; ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ p−1
0 (a) ⊂ E0 ÄÉÓËÒÅÔÅÎ. ðÏ ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÅÎÉÀ p−1
0 (a) ÜÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ �1(B; a). ðÕÓÔØ U ⊂ B | ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï,

a ∈ U É x ∈ p−1
0 (a) ⊂ E0. åÓÌÉ y ∈ p−1(a) ∩ V (x;U), ÔÏ y = x · z, ÇÄÅ z ∈ �1(U; a) (ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÅÔÅÌØ

Ó ÎÁÞÁÌÏÍ É ËÏÎÃÏÍ × a, ÌÅÖÁÝÉÈ ÃÅÌÉËÏÍ × U). ÷ ÓÉÌÕ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÓÔÉ U ÉÍÅÅÍ z = 1a É y = x. óÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏ, ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V (x; U) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó p−1

0 (a) ÔÏÌØËÏ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ x, ÔÏ ÅÓÔØ x ∈ p−1(a) |
ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ x ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ, p−1(a) ÄÉÓËÒÅÔÎÏ.

ïÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÓÔØ É ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÓÔØ.

ìÉÎÅÊÎÁÑ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ É ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ. ðÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ x0 Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ
[
] ∈ E0, ÅÓÔØ [
s], 0 ≤ s ≤ 1, ÇÄÅ 
s(t) def= 
(st). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ
y; z ∈ E0 ÔÁËÖÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ (ÞÅÒÅÚ x0). äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÚÁÍÅÔÉÍ,
ÞÔÏ V (x;U) ⊂ E0, ÇÄÅ U ⊂ B ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ, ÔÁËÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ | ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË Õ
ÌÉÎÅÊÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ E0. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ x ∈ W ⊂ E0, ÇÄÅ W ÏÔËÒÙÔÏ; ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ × E0
ÉÍÅÅÍ x ∈ V (x;U) ⊂ W , ÇÄÅ U ⊂ B | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÔÏÞËÕ p0(x). ÷ ÓÉÌÕ ÌÏËÁÌØÎÏÊ
ÌÉÎÅÊÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ B ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍ.

ôÒÉ×ÉÁÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ' : [0; 1] → E0 | ÐÅÔÌÑ: '(0) = '(1) = x0 (× ÓÉÌÕ
ÌÉÎÅÊÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ×ÓÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ E0 ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s ∈ [0; 1] ÐÕÓÔØ 
s : [0; 1] → B
| ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ ËÌÁÓÓÁ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÕÔÅÊ '(s). ðÕÓÔØ u ∈ [0; 1]; ÐÏÌÏÖÉÍ �u;s(t) def= 
s((1 − u)t), É ÐÕÓÔØ
'u(s) ∈ E0 | ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÐÕÔÅÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÐÕÔØ �u;s. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, '0(s) = '(s), É '1(s) ≡ x0. ôÅÍ
ÓÁÍÙÍ 'u(s) | ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÐÅÔÅÌØ × E0, ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÁÑ ÐÅÔÌÀ '; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �1(E0; x0) = {1}.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÐÏÞÅÍÕ?), ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
V (x;U) ⊂ E0, ÇÄÅ U ⊂ B ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÓÔÉ E0, ÐÏÄÒÏÂ-
ÎÏÓÔÉ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.

ó×ÏÊÓÔ×Ï ÐÏÄÎÑÔÉÑ ÐÕÔÉ

óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÐÏÄÎÑÔÉÑ. ðÕÓÔØ 
 : [0; 1] → B | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÐÕÔØ, 
(0) = a, 
(1) = Ó, É x = [�] ∈ E0
| ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ p0(x) = a | ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, � : [0; 1] → B | ÐÕÔØ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
�(0) = b, �(1) = a. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ s ∈ [0; 1] ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ 
s(t) ÐÕÔØ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ 
s(t) = 
(st).
ôÏÇÄÁ �s def= � · 
s ∈ E0 | ÐÕÔØ × B; ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, p0(�s) = �s(1) = 
(s), ÔÁË ÞÔÏ ÐÕÔØ � : [0; 1] → E0, ÚÁÄÁÎÎÙÊ
ÆÏÒÍÕÌÏÊ �(s) = �s, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ ÐÕÔÉ 
, É �(0) = x.



åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÐÏÄÎÑÔÉÑ. ðÕÓÔØ ~� : [0; 1] → E0 | ÄÒÕÇÏÅ ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÐÕÔÉ 
, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ~�(0) = x. òÁÓ-
ÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï � def= {s ∈ [0; 1] | ~�(s) = �(s)}. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ � É ~� | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (ÐÏÞÅÍÕ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ?) É ÎÅÐÕÓÔÏ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 0.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ � ⊂ [0; 1] ÔÁËÖÅ É ÏÔËÒÙÔÏ. ðÕÓÔØ s ∈ �, É U ⊂ B | ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÏÇÏ 
(s) ∈ U . ÷ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ 
 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ " > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ 
(t) = p0(�(t)) = p0(~�(t)) ∈ U ÐÒÉ
|t− s| < ". ïÂÏÚÎÁÞÉÍ 
s(t) def= 
(st); ÔÏÇÄÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V (
s; U) ⊂ E ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÐÒÏÏÂÒÁÚÏÍ
p−1

0 (c) ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ c ∈ U ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ (ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ!). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �(t) = ~�(t) ÐÒÉ
|t− s| < ". ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, � ÏÔËÒÙÔÏ, ÞÔÏ ××ÉÄÕ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ � = [0; 1] É ÅÄÉÎÓÔÅÎÎÏÓÔØ
ÐÏÄÎÑÔÉÑ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 3, (E0; p0) | ÎÁËÒÙÔÉÅ Ó ÂÁÚÏÊ B. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ×ÏÚØÍÅÍ ËÌÁÓÓ x0 ∈ E0,
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ËÒÉ×ÏÊ 
0(t) ≡ b.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÏÂßÅËÔ (E0; p0; x0) ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Cover(∗)
B | ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÊ. ðÕÓÔØ p1 : E1 → B

| ÄÒÕÇÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ, x1 ∈ p−1
1 (b) ⊂ E1. ðÕÓÔØ x ∈ E0 | ËÌÁÓÓ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÕÔÉ 
 : [0; 1] → B Ó

ÎÁÞÁÌÏÍ × ÔÏÞËÅ b; ÔÏÇÄÁ p0(x) = 
(1). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ ÐÕÔØ

1 : [0; 1] → E1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ p1 ◦ 
1 = 
 É 
1(0) = x1. ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ f(x) def= 
1(1), ÐÏÌÕÞÉ× ÔÅÍ
ÓÁÍÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : E0 → E1. ôÅÐÅÒØ p1(f(y)) = p1(
1(1)) = 
(1) = p0(y), É f(x0) = x1. ðÏÓËÏÌØËÕ p1
| ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ B, p0(y) ∈ U , É ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V ⊂ E1, f(y) ∈ V
ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p1|V : V → U | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÏÇÄÁ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å W def= p−1

0 (U) ⊂ E0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f = (p1|V )−1 ◦ p0, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á W , × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ
× ÔÏÞËÅ y. ðÏÓËÏÌØËÕ y ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ, f : E0 → E1 | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ | ÍÏÒÆÉÚÍ
ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Cover(∗)

B .
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ g : E0 → E1 | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏÌÏÖÉÍ 
s(t) def= 
(st). ôÏÇÄÁ p1(g(
s)) = p0(
s) =


(s), ÔÁË ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ �1(s) def= g(
s)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÎÑÔÉÅÍ ËÒÉ×ÏÊ 
 × ÎÁËÒÙÔÉÅ E1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �1(0) =
g(
0) = g(x0) = x1. ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ (p1 : E1 → B | ÎÁËÒÙÔÉÅ!), ÍÏÒÆÉÚÍ g ÔÏÖÅ
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ (E0; p0; x) | ÉÎÉÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÂßÅËÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ Cover(∗)

B . ¤


