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2. çïíåïíïòæéúí

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [0; 1) → S1 def= {(x; y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
f(t) = (cos 2�t; sin 2�t), ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ É ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.
úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ: Á) ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ S1 × S1; Â) Ë×Á-
ÄÒÁÔ [0; 1]2, × ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÉ ÓÔÏÒÏÎ ÓËÌÅÅÎÙ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ (x; 0) ∼ (x; 1) É (0; y) ∼ (1; y) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x; y ∈ [0; 1];
×) ÐÌÏÓËÏÓÔØ R2, × ËÏÔÏÒÏÊ ÓËÌÅÅÎÙ ÔÏÞËÉ, ÒÁÚÎÏÓÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ËÏÔÏÒÙÈ (É x, É y) | ÃÅÌÁÑ: (x1; y1) ∼ (x2; y2)
ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x1 − x2 ∈ Z, y1 − y2 ∈ Z. üÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÕÍÅÒÎÙÍ ÔÏÒÏÍ. ðÒÉ-
ÄÕÍÁÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ n-ÍÅÒÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÜÔÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ.

äÖÏÊÎÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× X É Y (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ X ∗ Y ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×Å-
ÄÅÎÉÑ X × [0; 1] × Y ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (x; 0; y1) ∼ (x; 0; y2) É (x1; 1; y) ∼ (x2; 1; y) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x; x1; x2 ∈ X É ×ÓÅÈ
y; y1; y2 ∈ Y . äÖÏÊÎ X ∗ {pt}, ÇÄÅ {pt} | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÕÓÏÍ ÎÁÄ X É ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ CX. äÖÏÊÎ X ∗S0, ÇÄÅ S0 | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÉÚ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË (Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÎÁÄÓÔÒÏÊËÏÊ ÎÁÄ X É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �X.
úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ËÏÎÕÓ ÎÁÄ ÓÆÅÒÏÊ Sn ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÄÉÓËÕ Bn+1; Â) ÎÁÄÓÔÒÏÊËÁ ÎÁÄ ÓÆÅÒÏÊ Sn
ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÓÆÅÒÅ Sn+1.
úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÄÖÏÊÎ S1 ∗ S1 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ S3; Â) ÄÖÏÊÎ Sn ∗ Sk ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ Sn+k+1.

ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ RPn) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Rn+1 \{(0; ; : : : ; 0}
(n+1-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÂÅÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ), × ËÏÔÏÒÏÍ ÓËÌÅÅÎÙ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ,
ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ: (x0; : : : ; xn) ∼ (tx0; : : : ; txn) ÄÌÑ ×ÓÅÈ (x0; : : : ; xn) 6= (0; : : : ; 0) É ×ÓÅÈ
t 6= 0. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ RPn | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÑÍÙÈ × Rn+1, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ÷
ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÐÏÌÅ R ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏÌÅÍ C ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÍÏÖÎÏ É ÌÀÂÙÍ
ÄÒÕÇÉÍ ÐÏÌÅÍ F, ÎÏ ÔÏÇÄÁ ÎÅÐÏÎÑÔÎÏ, ËÁËÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ××ÏÄÉÔÓÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Fn).
úÁÄÁÞÁ 5. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ RP 1 (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ)
ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ CP 1 (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ × C2, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ
ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ.

ìÅÎÔÏÊ íÅÂÉÕÓÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔ [0; 1]2, × ËÏÔÏÒÏÍ ÓËÌÅÅÎÙ ÔÏÞËÉ (0; y) ∼ (1; 1− y) ÄÌÑ ×ÓÅÈ 0 ≤ y ≤ 1.
çÒÁÎÉÃÅÊ ÌÅÎÔÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË {(x; 0); (x; 1) | 0 ≤ x ≤ 1}
úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ RP 2 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ Á) Ë×ÁÄÒÁÔÕ K = [0; 1]2, × ËÏÔÏÒÏÍ
ÓËÌÅÅÎÙ ÔÏÞËÉ (0; y) ∼ (1; 1 − y) ÄÌÑ ×ÓÅÈ 0 ≤ y ≤ 1 É ÔÏÞËÉ (x; 0) ∼ (1 − x; 1) ÄÌÑ ×ÓÅÈ 0 ≤ x ≤ 1;
Â) ËÒÕÇÕ {(x; y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1}, × ËÏÔÏÒÏÍ ÓËÌÅÅÎÙ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ: (x; y) ∼ (−x;−y) ÄÌÑ ×ÓÅÈ (x; y) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ x2 + y2 = 1; ×) Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S2 = {(x; y; z) ∈ R2 |
x2 + y2 + z2 = 1}, × ËÏÔÏÒÏÊ ÓËÌÅÅÎÙ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ: (x; y; z) ∼ (−x;−y;−z) ÄÌÑ ×ÓÅÈ
(x; y; z) ∈ S2. Ç) ðÕÓÔØ L def= {(x; y) | 0 ≤ x ≤ 1; 1=3 ≤ y ≤ 2=3} ⊂ K = [0; 1]2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓËÌÅÉÔØ ÉÚ
K ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ RP 2 (ËÁË × ÐÕÎËÔÅ 6Á), ÔÏ ÏÂÒÁÚ L ÐÒÉ ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÌÅÎÔÅ íÅÂÉÕÓÁ,
Á ÏÂÒÁÚ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ K \L | ËÒÕÇÕ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ (ÕÔÏÞÎÉÔÅ!) ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÅÍ
ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÅ ËÒÕÇÁ É ÌÅÎÔÙ íÅÂÉÕÓÁ. Ä) âÕÔÙÌËÏÊ ëÌÅÊÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔ K = [0; 1]2, × ËÏÔÏÒÏÍ ÓËÌÅÅÎÙ
ÔÏÞËÉ (0; y) ∼ (1; 1 − y) ÄÌÑ ×ÓÅÈ 0 ≤ y ≤ 1 É ÔÏÞËÉ (x; 0) ∼ (x; 1) ÄÌÑ ×ÓÅÈ 0 ≤ x ≤ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÂÕÔÙÌËÁ ëÌÅÊÎÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÌÅÎÔ íÅÂÉÕÓÁ ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÅ. Å) ðÒÏÄÅÌÁÅÍ × ÂÕÔÙÌËÅ ëÌÅÊÎÁ
ÍÁÌÅÎØËÕÀ ËÒÕÇÌÕÀ ÄÙÒËÕ ({(x; y) ∈ K | (x − 1=2)2 + (y − 1=2)2 ≤ 1=9}) É ÓËÌÅÉÍ ÅÅ ÇÒÁÎÉÃÕ Ó ÇÒÁÎÉÃÅÊ
ÌÅÎÔÙ íÅÂÉÕÓÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÔÏÒÕ T2, × ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÏÄÅÌÁÎÁ ÔÁËÁÑ
ÖÅ ËÒÕÇÌÁÑ ÄÙÒËÁ, ÇÒÁÎÉÃÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÓËÌÅÅÎÁ Ó ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÌÅÎÔÙ íÅÂÉÕÓÁ.

óÆÅÒÏÊ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÐÁÒÎÏÇÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ 4g-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ \ÂÅÚ ÐÅÒÅËÒÕÔËÉ". ôÁË, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 2, ÓÆÅÒÁ Ó ÏÄÎÏÊ ÒÕÞËÏÊ ÜÔÏ ÔÏÒ S1 × S1.
úÁÄÁÞÁ 7. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÆÅÒÁ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÓÆÅÒÅ Ó g − 1 ÒÕÞËÁÍÉ É ÄÙÒËÏÊ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ
ÐÒÉËÌÅÅÎÁ ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÅ ÒÕÞËÁ | ÔÏÒ Ó ÄÙÒËÏÊ. Â) óËÌÅÉÍ ËÁÖÄÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏ-
ÌÏÖÎÏÊ ÂÅÚ ÐÅÒÅËÒÕÔËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÔÏÒÕ S1 × S1, É ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ÎÁ
ÔÏÒÅ ÓËÌÅÅÎÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ. ×) ôÁ ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ×ÏÓØÍÉÕÇÏÌØÎÉËÁ | ×ÍÅÓÔÏ ÔÏÒÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ
ÓÆÅÒÁ Ó Ä×ÕÍÑ ÒÕÞËÁÍÉ. Ç*) òÁÚÏÂØÅÍ ÓÔÏÒÏÎÙ 4g-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÌÉ 4g + 2-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÐÁÒÙ É ÓËÌÅÉÍ ÂÅÚ
ÐÅÒÅËÒÕÔËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÓÆÅÒÅ Ó h ≤ g ÒÕÞËÁÍÉ
(ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ h, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÅ ÐÁÒÙ ÓÔÏÒÏÎ ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ).
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úÁÄÁÞÁ 8. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× A = {(z; w) ∈ C2 : |z|2+ |w|2 = 1; |z| ≤ |w|} É B = {(z; w) ∈
C2 : |z|2 + |w|2 = 1; |z| ≥ |w|} ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÀ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ S1 × B2 (ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ
ËÒÕÇ). Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ A ∩ B ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍÕ ÔÏÒÕ. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ
A ∪ B ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S3 = {(p; q; r; s) ∈ R4 | p2 + q2 + r2 + s2 = 1}. Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ × R3 Ë ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ ×ÌÏÖÅÎÎÏÍÕ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÀ (ÂÕÂÌÉËÕ ÉÚ ÔÅÓÔÁ) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÌÎÏÔÏÒÉÀ ÂÅÚ
ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ.
õËÁÚÁÎÉÅ (Ë ÐÕÎËÔÕ 8Ç). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Sn ÂÅÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ Rn; ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 8Ç ÎÕÖÎÏ
ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÉ n = 3.
úÁÄÁÞÁ 9. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÌÅÎÔÅ íÅÂÉÕÓÁ ÂÅÚ ÇÒÁÎÉÃÙ. ëÕÄÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÑ-
ÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ? ÞÅÒÅÚ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ? ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÐÒÑÍÙÈ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ? ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÑÍÙÈ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ? Â) çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ, ÅÓ-
ÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÒÑÍÙÅ × R3 \ÚÁÍÅÔÁÀÔ" ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ëÕ-
ÄÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ? ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÐÒÑÍÙÈ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ?
úÁÄÁÞÁ 10. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØ R2, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ (x; y) ∼ (y; x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x; y ∈
R, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ (Ó ÇÒÁÎÉÃÅÊ). Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØ R2, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ
ÔÏÞËÉ (x; y) ∼ (−x;−y) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x; y ∈ R, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÂÅÚ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÊ). ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ C2, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ (x; y) ∼ (y; x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x; y ∈ C, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ
C2. Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Cn, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ Cn.
õËÁÚÁÎÉÅ (Ë ÐÕÎËÔÕ 10Ç). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ Cn, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔ
ÏÄÎÏÊ ÄÏ n! ÔÏÞÅË: ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ {(c; : : : ; c)} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ c ∈ C; n! ÔÏÞÅË {(x1; : : : ; xn); : : : }, ÇÄÅ ×ÓÅ xi ∈ C
ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.
úÁÄÁÞÁ 11. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ÔÏÒ S1 × S1, × ËÏÔÏÒÏÍ ÓËÌÅÅÎÙ ÔÏÞËÉ (x; y) ∼ (y; x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ
x; y ∈ S1, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÌÅÎÔÅ íÅÂÉÕÓÁ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï S2 × S2, × ËÏÔÏÒÏÍ ÓËÌÅÅÎÙ ÔÏÞËÉ
(x; y) ∼ (y; x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x; y ∈ S2, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ CP 2. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (S2)n, × ËÏÔÏÒÏÍ
ÓËÌÅÅÎÙ ÎÁÂÏÒÙ (x1; : : : ; xn), ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÔÏÞÅË x1; : : : ; xn ∈ S2, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ CPn. Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (T2)n, ÇÄÅ T2 = S1×S1 | Ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ÔÏÒ,
× ËÏÔÏÒÏÍ ÓËÌÅÅÎÙ ÎÁÂÏÒÙ (x1; : : : ; xn), ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÔÏÞÅË x1; : : : ; xn ∈ T2, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ
T2 × CPn−1.
õËÁÚÁÎÉÅ (Ë ÐÕÎËÔÕ 11×). ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÚÁÄÁÞÉ 5Â É ÄÁÌØÛÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÊÔÅ, ËÁË × ÚÁÄÁÞÅ 10Ç.


