
15.5.21 / 18.12.5

Íåçàâèñèìûé Ìîñêîâñêèé Óíèâåðñèòåò, Àëãåáðà-1, îñåíü 2018

ÀËÃÅÁÐÀ, ÏÅÐÂÛÉ ÑÅÌÅÑÒÐ

Ëåêöèÿ 2 (27 ñåíòÿáðÿ 2018):
×èñëà è óðàâíåíèÿ

2.0. "×òî åñòü ÷èñëî?" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2.1. Ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

...2.1.0. Êðàòêàÿ çàïèñü. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2

...2.1.1. Ìíîãî÷ëåíû: ãäå ëåæàò êîýôôèöèåíòû. . . . . . . . . . . . . . .2

...2.1.2. Óðàâíåíèÿ: ãäå ëåæàò ðåøåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

2.2. Êëàññè÷åñêèå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

...2.2.0. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

...2.2.1. Îòñòóïëåíèå: ÿçûê òåîðèè ìíîæåñòâ. . . . . . . . . . . . . . . . . .3

...2.2.2. Öåëûå ÷èñëà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

...2.2.3. Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

...2.2.4. Âåùåñòâåííûå ÷èñëà (íàáðîñîê) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

...2.2.5. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

...2.2.6. Îáùèé îáçîð . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.3. ×èñëà êàê ìíîæåñòâà ñî ñòðóêòóðàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

...2.3.0. Î áóðáàêèñòñêîé ìàòåìàòèêå. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .7

...2.3.1. Ñòðóêòóðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.4. Êàòåãîðíûå îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

...2.4.0. Îáùèå ïîíÿòèÿ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .8

...2.4.1. Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .9

...2.4.2. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

...2.4.3. Î "ñóììå" ìíîæåñòâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

...2.4.4. Ñëó÷àé êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .9

...2.4.5. Áèíàðíûå îïåðàöèè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.0. "×òî åñòü ÷èñëî?"

Âîïðîñ ïîñòàâëåí â êàâû÷êè, ïîñêîëüêó íå èìååò òî÷íîãî ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ñìûñëà; ïî ñóùåñòâó îí ÿâëÿåòñÿ òåðìèíîëîãè÷åñêèì
è íàõîäèòñÿ çà ïðåäåëàìè ðàññìîòðåíèé íàøåãî êóðñà. Êðîìå
òîãî, â ýòîì âîïðîñå íå î÷åíü óâàæèòåëüíî èñïîëüçóåòñÿ îáðûâîê
çàãîëîâêà ìîíóìåíòàëüíîé ðàáîòû [Dedekind1893] è ïåðåâîäèòñÿ
â âîïðîñèòåëüíóþ ôîðìó ïðèïèñûâàåìûé ïèôàãîðåéöàì ñëîãàí
âñ¼ åñòü ÷èñëî.
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Òåì íå ìåíåå, ñëîâî ÷èñëî èñïîëüçóåòñÿ â êóðñå, è íàäî äîãî-
âîðèòüñÿ îá åãî óïîòðåáëåíèè. Îñíîâíîé ñìûñë ýòîãî ñëîâà áóäåò
ñâÿçàí ñ îáùåïðèíÿòûìè ÷èñëîâûìè ìíîæåñòâàìè, êîòîðûå ìû
áóäåì íàçûâàòü êëàññè÷åñêèìè; êàê óïîìèíàëîñü âî ââîäíîé ëåê-
öèè, ýòî ïîíÿòèå ýâîëþöèîíèðîâàëî â òå÷åíèå òûñÿ÷åëåòèé, è íåò
íèêàêèõ ïðè÷èí ñ÷èòàòü ñåãîäíÿøíåå ïîíèìàíèå îêîí÷àòåëüíûì.
Àëüòåðíàòèâíûé ñìûñë ñâÿçàí ñî ñâîéñòâàìè êëàññè÷åñêèõ ÷èñ-
ëîâûõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå ìû àêñèîìàòèçèðóåì è áóäåì òùàòåëüíî
èçó÷àòü, íà÷èíàÿ ñ ñåãîäíÿøíåé ëåêöèè.

2.1. Ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé
2.1.0. Êðàòêàÿ çàïèñü. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó f1 = 0

. . .
fm = 0

â êîòîðîé ìû, â îòëè÷èå îò ïåðâîé ëåêöèè, íå óêàçûâàåì àðãó-
ìåíòîâ è íå ðàçëè÷àåì íåèçâåñòíûå è ïàðàìåòðû (ýòî � ðàçíûå
ïîíÿòèÿ íå ñ òî÷êè çðåíèÿ àëãåáðû, à ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîãèêè).

Ñåãîäíÿ ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ øêîëüíûì ïîíÿòèåì ìíîãî-
÷ëåíîâ, à ê ñîâðåìåííîìó ("âçðîñëîìó" ) ïåðåéä¼ì â ëåêöèè 12.

2.1.1. Ìíîãî÷ëåíû: ãäå ëåæàò êîýôôèöèåíòû. Äàæå â
øêîëüíîé ìàòåìàòèêå ðàçëè÷àþò ìíîãî÷ëåíû ñ öåëûìè è ñ "ïðî-
èçâîëüíûìè" � òî åñòü âåùåñòâåííûìè � êîýôôèöèåíòàìè.

Ìû ââåä¼ì ïðèíÿòóþ â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêå1 ñïåöèàëü-
íóþ áóêâó k äëÿ ìíîæåñòâ, â êîòîðûõ ëåæàò êîýôôèöèåíòû
ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ýòà áóêâà ïðîèñõîäèò îò íåìåö-
êîãî ñëîâà k�orpen (òåëî, ïîëå) è íàïîìèíàåò î âòîðîé ïîëîâèíå
äåâÿòíàäöàòîãî âåêà, êîãäà àëãåáðà áûëà â îñíîâíîì íåìåöêîé.

Â äàëüíåéøåì íà ìíîæåñòâàõ êîýôôèöèåíòîâ k áóäóò ââî-
äèòüñÿ ðàçëè÷íûå ñòðóêòóðû.

2.1.2. Óðàâíåíèÿ: ãäå ëåæàò ðåøåíèÿ. Ñ äàâíèõ ïîð ïðèíÿòî
ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèÿ, ëåæàùèå â áîëüøåì ìíîæåñòâå, ÷åì ìíî-
æåñòâî êîýôôèöèåíòîâ k. Òàê, ïîèñê ïèôàãîðîâûõ òðåóãîëüíèêîâ,
òî åñòü öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ a2 + b2 = c2, ñâîäèòñÿ ê

1òî÷íåå, â å¼ îñíîâíîé ïèñüìåííîé, òî åñòü ÒåÕîâñêîé, âåðñèè
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ïîèñêó ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x2 + y2 = 1. Ýòî, â ñâîþ
î÷åðåäü, ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê íà îêðóæíîñòè

��
��x2 + y2 = 1

òî åñòü ê ïîèñêó ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé ñðåäè âåùåñòâåííûõ.

Åù¼ ïðèìåð: ïðèâåä¼ííûå â ïåðâîé ëåêöèè ðåøåíèÿ êóáè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé íåâîçìîæíî ïîëíîñòüþ ïðîàíàëèçèðîâàòü áåç
âûõîäà â êîìïëåêñíóþ îáëàñòü.

Äëÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåì ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé
ìû ïðèìåì îáîçíà÷åíèå

K ⊇ k.
2.2. Êëàññè÷åñêèå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà

2.2.0. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ñëåäóÿ èçâåñòíîìó àôîðèçìó

Áîã ñîçäàë íàòóðàëüíûå2 ÷èñëà, âñ¼ îñòàëüíîå � äåëî ðóê ÷åëîâåêà,

ïðèíàäëåæàùåìó íåìåöêîìó ìàòåìàòèêó Ëåîïîëüäó Êðîíåêåðó
(1823 � 1891), êîëëåãå è ñîïåðíèêó óæå ïðîöèòèðîâàííîãî Ðèõàðäà
Äåäåêèíäà (1831 � 1916), ìû áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíûì ìíîæåñòâî
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

N := {0, 1, 2, . . . }.
0 âêëþ÷¼í âî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñîãëàñíî ôðàíöóçñêîé
òðàäèöèè, ïðîòèâîðå÷àùåé ðîññèéñêîé è àìåðèêàíñêîé; ïðè÷èíû
áóäóò îáúÿñíåíû íèæå.

2.2.1. Îòñòóïëåíèå: ÿçûê òåîðèè ìíîæåñòâ. Ýòîò ÿçûê
â îñíîâíîì ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíûì; ñ êîíöà 19-ãî âåêà íà í¼ì
èçëàãàåòñÿ âñÿ ïðåïîäàâàåìàÿ ìàòåìàòèêà.

Åãî ïåðâè÷íûìè, òî åñòü íå îïðåäåëÿåìûìè íè ÷åðåç êàêèå
äðóãèå, ïîíÿòèÿìè ÿâëÿþòñÿ ïðåæäå âñåãî ìíîæåñòâî è ýëåìåíò

2â ðóññêèõ ïåðåâîäàõ îðèãèíàëà Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht,

alles andere ist Menschenwerk âñòðå÷àþòñÿ è íàòóðàëüíûå, è öåëûå ÷èñëà; ìû
âûáðàëè áîëåå óäîáíûé âàðèàíò...
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ìíîæåñòâà; âïîñëåäñòâèè ìû äîáàâèì åù¼ íåñêîëüêî.

Â ÿçûêå äâà îñíîâíûõ ãëàãîëà: áûòü ýëåìåíòîì è ðàâíÿòü-
ñÿ; âàì èçâåñòíû ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷êè

∈ = .

Ñî çíà÷êîì ∈ ñâÿçàíà ñëåäóþùàÿ êàðòèíêà:

x ∈ X

X

x&%
'$
s

Ïðîèëëþñòðèðîâàòü çíà÷îê ðàâåíñòâà ÿ íå óìåþ...

Âìåñòî îïðåäåëåíèÿ:

Ìíîæåñòâî X ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì, åñëè

• Ïðî ËÞÁÎÉ îáúåêò x èçâåñòíî: x ∈ X èëè æå x /∈ X;
• Ïðî ËÞÁÛÅ ÄÂÀ x, x′ ∈ X èçâåñòíî: x = x′ èëè æå x 6= x′.

Ñ ïîíÿòèåì ðàâåíñòâà ñâÿçàíû íåêîòîðûå ïðîáëåìû â ñîâðåìåí-

íûõ îñíîâàíèÿõ ìàòåìàòèêè. Ñì., íàïðèìåð, äîêëàä Ï. Äåëèíÿ íà

êîíôåðåíöèè ïàìÿòè Âîåâîäñêîãî â Ïðèíñòîíå, ñåíòÿáðü 2018.

Æåëàíèå ðåøàòü âñå óðàâíåíèÿ âèäà a + x = b ïðèâîäèò ê
ðàñøèðåíèþ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äî ìíîæåñòâà öåëûõ3

Z := {0,±1,±2, . . . }.

Êîíñòðóêöèÿ öåëûõ ÷èñåë (äåëî ðóê ÷åëîâå÷åñêèõ...) ïî íà-
òóðàëüíûì (ñîçäàíèå Áîãà...) íàçûâàåòñÿ ïîñòðîåíèåì ãðóïïû
Ãðîòåíäèêà. Îíà áóäåò íàïîìíåíà ïîçæå, ïî ìåðå ââåäåíèÿ
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé ñèìâîëèêè.

Ïîêà ïðåäâàðèòåëüíî:

Z :=
N× N
≈

ãäå

(x, y) ≈ (x′, y′) :⇐⇒ [x+ y′ = x′ + y].

3îáîçíà÷åíèå ïðîèñõîäèò îò íåìåöêîãî ñëîâà zahlen � (ïðîñòî) ÷èñëà.
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Â ñåãîäíÿøíèõ îáîçíà÷åíèÿõ

k = N,K = Z.

2.2.3. Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.Æåëàíèå ðåøàòü âñå óðàâíåíèÿ âè-
äà ax = b ïðè a 6= 0 ïðèâîäèò ê ðàñøèðåíèþ ìíîæåñòâà öåëûõ
÷èñåë äî ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ4. Ìû ââåä¼ì ìíîæåñòâî

Ż := Z \ {0}

è îïðåäåëèì

Q :=
Z× Ż
≈

,

ãäå

[(p, q) ≈ (p′, q′)] :⇐⇒ pq′ = p′q].

Êëàññ ≈-ýêâèâàëåíòíîñòè ïàðû (p, q) îáîçíà÷àåòñÿ p
q
� îòìåòèì,

÷òî â ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè âêðàëàñü
íåëèíåéíîñòü!

Èñïîëüçóåìûå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå ïîíÿòèÿ è çíà÷êè
áóäóò ñèñòåìàòè÷åñêè ââåäåíû íèæå; êîíñòðóêöèÿ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë ïî öåëûì ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîñòðîåíèÿ ïîëÿ
÷àñòíûõ è áóäåò ââåäåíà â åñòåñòâåííîé îáùíîñòè.

2.2.4. Âåùåñòâåííûå ÷èñëà (íàáðîñîê). Äàëåå íà ñöåíó
âûõîäÿò ÷èñëà, ÿâíî èìåþùèå ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë, íî (êàê
ýòî èíîãäà ñðàâíèòåëüíî ëåãêî óñòàíîâèòü, à èíîãäà � íàñòîëüêî
òðóäíî, ÷òî òðåáóþòñÿ ìíîãèå ñòîëåòèÿ) íå ëåæàò5 â Q. Òàêîâî,
ïðåæäå âñåãî, îòíîøåíèå äèàãîíàëè êâàäðàòà ê åãî ñòîðîíå,
êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2 = 2. Áåçóïðå÷íîå
åâêëèäîâî äîêàçàòåëüñòâî6 òîãî, ÷òî

@x ∈ Q[x2 = 2]

(ñì. [Åâêëèä1948] èëè ëþáîå äðóãîå èçäàíèå "Íà÷àë" ), íàâåð-
íîå, îçíà÷àëî êðàõ àòîìèçìà: áûëè îáíàðóæåíû íåñîèçìåðèìûå

4îáîçíà÷åíèå ïðîèñõîäèò îò àíãëèéñêîãî ñëîâà quotient � äðîáü.
5ìû èçáåãàåì íàçûâàòü èõ ïî-øêîëüíîìó èððàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè, ïî-

ñêîëüêó íà äàííîé ñòàäèè îáñóæäåíèÿ îíè ïîêà âîîáùå íå ÷èñëà, à "âåëè÷èíû"
, êîòîðûå õî÷åòñÿ îïðåäåëèòü.

6âèäèìî, ïåðâîé òåîðåìû íåñóùåñòâîâàíèÿ
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äëèíû, ÷òî ïëîõî ñî÷åòàåòñÿ ñ ïðåäñòàâëåíèåì î òîì, ÷òî âñ¼ ñó-
ùåå ñîñòàâëåíî èç îäèíàêîâûõ ýëåìåíòàðíûõ äëèí. Ïðèñîåäèíå-
íèå ê ðàöèîíàëüíûì ÷èñëàì âñåõ åâêëèäîâûõ èððàöèîíàëüíîñòåé
(âñïîìíèì ðåçóëüòàò Ôèáîíà÷÷è èç ëåêöèè 1) ïîòðåáîâàëî áû äî-
ñòàòî÷íî óìåðåííîãî ðàñøèðåíèÿ ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë;
íî ýòîãî ðàñøèðåíèÿ íå õâàòèëî áû äëÿ óäâîåíèÿ êóáà, ïîñêîëüêó

@x ∈ Q[x3 = 2].

Ìîæíî áûëî áû ïîéòè åù¼ äàëüøå è ïðèñîåäèíèòü ê ðàöèîíàëüíûì
÷èñëàì âñå êîðíè âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. È
ïðîöåäóðîé ïðèñîåäèíåíèÿ "íåñóùåñòâóþùèõ" êîðíåé, è òîëüêî
÷òî îïèñàííîé ÷èñëîâîé ñîâîêóïíîñòüþ, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïîëåì
àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë è îáîçíà÷àåòñÿ Q, ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ. Íî
è å¼ íå õâàòèò äëÿ òîãî, ÷òîáû âûðàçèòü îòíîøåíèå äëèíû îêðóæ-
íîñòè ê å¼ äèàìåòðó, òî åñòü∫ 1

−1

dx√
1− x2

/∈ Q

� ÷èñëî π òðàíñöåíäåíòíî! Ýòîò ðåçóëüòàò áûë äîêàçàí òîëüêî â
XIX-ì âåêå (ñì. [Lindemann1882]); èç íåãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò
íåâîçìîæíîñòü êâàäðàòóðû êðóãà, íî äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ýòîãî
ïîòðåáîâàëîñü îêîëî äâóõ òûñÿ÷ ëåò.

Ðàäèêàëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû ïîñòðîåíèÿ ÷èñëîâîé ñîâî-
êóïíîñòè, êîòîðàÿ ñîäåðæèò âñå ãåîìåòðè÷åñêèå îñìûñëåííûå
âåëè÷èíû � ââåäåíèå ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R. Â
íåñêîëüêèõ ñëîâàõ ýòîãî ñäåëàòü, ïî-âèäèìîìó, íåëüçÿ, íî ìû
â ýòîì êóðñå äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî îïèøåì îáùóþ ïðîöåäóðó
ïîïîëíåíèÿ ìåòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ïðè÷¼ì îêàæåòñÿ, ÷òî ó Q åñòü è
íåêëàññè÷åñêèå ðàñøèðåíèÿ, íå ìåíåå åñòåñòâåííûå, ÷åì R.

2.2.5. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ïîñëåäíåå æå ðàñøèðåíèå ñòðîèòñÿ
ñîâñåì ïðîñòî. Ê âåùåñòâåííûì ÷èñëàì äîáàâëÿåòñÿ ìíèìàÿ
åäèíèöà, òî åñòü "íåñóùåñòâóþùèé" êîðåíü óðàâíåíèÿ

i2 = −1,

è ââîäÿòñÿ êîìïëåêñíûå ÷èñëà

C := R+ Ri.

2.2.6. Îáùèé îáçîð. Íà ýòîì íàø áåãëûé îñìîòð êëàññè÷åñêèõ
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÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C

(ñîñòîÿâøèé, âïðî÷åì, â îñíîâíîì èç îáåùàíèé ïðîâåñòè êîíñòðóê-
öèè ðàñøèðåíèé â áîëüøåé îáùíîñòè) çàêàí÷èâàåòñÿ. Äàëüíåéøåå
ïðèñîåäèíåíèå êîðíåé ê C íåâîçìîæíî â ñèëó îñíîâíîé òåîðåìû
àëãåáðû. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü è á�îëüøèå àëãåáðàè÷åñêèå
îáðàçîâàíèÿ � íàïðèìåð, ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé C(z) � íî ñ
êëàññè÷åñêèõ ïîçèöèé îíè íå âîñïðèíèìàþòñÿ êàê ÷èñëà è îòâåòó
íà íàø âîïðîñ ÷òî åñòü ÷èñëî? íå ñïîñîáñòâóþò.

2.3. ×èñëà êàê ìíîæåñòâà ñî ñòðóêòóðàìè

2.3.0. Î áóðáàêèñòñêîé ìàòåìàòèêå. Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà,
ìû ïîñëåäîâàòåëüíî ñòàíîâèìñÿ íà áóðáàêèñòñêóþ òî÷êó çðåíèÿ,
íå ñìóùàÿñü òåì, ÷òî â óñòàõ ìíîãèõ ïî÷òåííûõ ìàòåìàòèêîâ è
ôèçèêîâ ýòî ñëîâî ÿâëÿåòñÿ áðàííûì, îçíà÷àþùèì ôîðìàëèçì,
îòñóòñòâèå âîîáðàæåíèÿ, âûõîëàùèâàíèå ôèçè÷åñêîãî è ãåîìåòðè-
÷åñêîãî ñìûñëà ïîíÿòèé è ò.ï.

Áóðáàêèñòñêèé âçãëÿä íà ìàòåìàòèêó � ïî êðàéíåé ìåðå íà
å¼ óñòîÿâøèåñÿ, ïðåïîäàâàåìûå ðàçäåëû � çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî òàì, ãäå ýòî âîçìîæíî, ñëåäóåò âèäåòü ìíîæåñòâà ñî ñòðóê-
òóðàìè. Ìû íå áóäåì îáñóæäàòü îïðåäåëåíèå ñòðóêòóð õîòÿ áû
ïîòîìó, ÷òî ÿ íå óâåðåí, ÷òî îíî ñóùåñòâóåò â ðàçóìíîé îáùíîñòè;
íî íà îòäåëüíûõ ñòàäèÿõ ðàçâèòèÿ ìàòåìàòèêè (íàïðèìåð, íà
íûíåøíåé) ñòðóêòóðû çàäàþòñÿ ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèì ñïèñêîì,
è åãî ðàçóìíî âçÿòü çà îñíîâó.

2.3.1. Ñòðóêòóðû. Êëàññè÷åñêèå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà ôè-
ãóðèðóþò âìåñòå ñî ñëåäóþùèìè ñòðóêòóðàìè:

• àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè;
• òîïîëîãèÿ;
• ïîðÿäîê.

Òîïîëîãèÿ íå ôèãóðèðóåò â øêîëüíîé ìàòåìàòèêå, è íà äàí-
íîì óðîâíå ðàññìîòðåíèé ìîæíî (âðåìåííî!) îãðàíè÷èòüñÿ
èíòóèòèâíûì ïîíèìàíèåì: èìååò ñìûñë ïîíÿòèå ÷èñåë, äîñòàòî÷-
íî áëèçêèõ ê äàííîìó.

Íî òóò îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äàæå äëÿ êëàññè÷åñêèõ ÷èñëîâûõ
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ìíîæåñòâ ýòè ñòðóêòóðû íåðàâíîïðàâíû! Òàê, ïîðÿäîê îïðåäåë¼í
òîëüêî äëÿ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ïðè-
÷¼ì ìû âèäåëè ïðè îáñóæäåíèè êóáè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ÷òî îí
ñèëüíî ñáèâàåò ñ òîëêó. Èòàëüÿíöàì õîòåëîñü ðàáîòàòü òîëüêî ñ
ðåàëüíûìè, ïîëîæèòåëüíûìè êîëè÷åñòâàìè, êóáè÷åñêèé êîðåíü
ïðèêèäûâàëñÿ îäíîçíà÷íîé ôóíêöèè, íåêîòîðûå êîðíè îáúÿâ-
ëÿëèñü ëîæíûìè è ò.ï. Ïîëíàÿ ÿñíîñòü íàñòóïèëà ëèøü ïðè
âîöàðåíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, íà êîòîðûõ íèêàêîãî ïîðÿäêà íåò.

×òî êàñàåòñÿ òîïîëîãèè, òî îíà ñîâåðøåííà íåîáõîäèìà â R
è C: âû÷èñëåíèÿ ñ âåùåñòâåííûìè è êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè áåç
ïðèáëèæåíèé íåâîçìîæíû. Îäíàêî íà ìíîæåñòâàõ íàòóðàëüíûõ
è öåëûõ ÷èñåë ñîäåðæàòåëüíîé òîïîëîãèè íåò, ýòè ìíîæåñòâà
äèñêðåòíû. Íà ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, êàê ìû íàìåêíó-
ëè, åñòü ìíîãî õîðîøèõ òîïîëîãèé. Íàêîíåö, êîãäà ìû èçó÷àëè
êâàäðàòíûå è êóáè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ìû âèäåëè, ÷òî íåòðèâèàëüíî
âåäóò ñåáÿ êîíå÷íûå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà, òàêæå íå ñíàáæ¼ííûå
åñòåñòâåííîé òîïîëîãèåé, è ýòè "÷èñëà" òîæå çàñëóæèâàþò ðàñ-
ñìîòðåíèÿ.

Íåñîìíåííî îñòàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè, è èìåííî îíè
áóäóò â öåíòðå íàøåãî âíèìàíèÿ. Òàêàÿ ïîçèöèÿ ïîëíîñòüþ
ñîîòâåòñòâóåò íàçâàíèþ íàøåãî êóðñà.

2.4. Êàòåãîðíûå îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè

2.4.0. Îáùèå ïîíÿòèÿ. Ñëóøàòåëè íåñîìíåííî çíàêîìû ñ
òàêèìè îïåðàöèÿìè íàä ìíîæåñòâàìè, êàê îáúåäèíåíèå è ïåðåñå-
÷åíèå. Ðå÷ü ñåé÷àñ ïîéä¼ò íå î íèõ. Îïåðàöèè

⋃
è
⋂

ìû áóäåì
â äàëüíåéøåì ñ÷èòàòü îïðåäåë¼ííûìè ëèøü íà ïîäìíîæåñòâàõ
ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà, òîãäà êàê ðàññìàòðèâàåìûå ñåé÷àñ
îïåðàöèè áóäóò ñîïîñòàâëÿòü äâóì ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíûì
ìíîæåñòâàì òðåòüå ìíîæåñòâî.

Ìû ðàññìîòðèì òðè êàòåãîðíûå îïåðàöèè, ïðè÷¼ì íàçûâàòü-
ñÿ îíè áóäóò òàê æå, êàê îïåðàöèè íàä ÷èñëàìè. Îäíàêî ââîäèòü
ìû èõ áóäåì â ïîðÿäêå, ïðîòèâîïîëîæíîì òðàäèöèîííîìó. Ýòî ïî-
ëó÷èò îáúÿñíåíèå â äàëüíåéøåì, ïðè ïåðåõîäå íà êàòåãîðíûé ÿçûê.

Ôèêñèðóåì îáîçíà÷åíèÿ X, Y ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ.
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2.4.1. Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü. Çäåñü ìû áóäåì îïèðàòüñÿ
íà î÷åðåäíîå ïåðâè÷íîå ïîíÿòèå òåîðèè ìíîæåñòâ � ïîíÿòèå
îòîáðàæåíèÿ.

Y X := {f : X → Y }.
Èñïîëüçîâàííûé íàìè (àíòè)àëôàâèòíûé ïîðÿäîê ìîæåò ïîêà-
çàòüñÿ ïðîòèâîåñòåñòâåííûì; åãî âûáîð áóäåò îáúÿñí¼í íèæå.

2.4.2. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå. Ýòà îïåðàöèÿ óæå èñ-
ïîëüçîâàëàñü ïðè ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâ öåëûõ è ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë.

X × Y := {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y }.

2.4.3. Î "ñóììå" ìíîæåñòâ. Ýòî � ñàìàÿ òðóäíàÿ èç êàòåãîð-
íûõ îïåðàöèé, è ìû å¼ ëèøü óïîìèíàåì. Â ñëó÷àå, êîãäà X è Y �
íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà îäíîãî è òîãî æå ìíîæåñòâà, èõ
ñóììà ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì. Â îáùåì ñëó÷àå ìíîæåñòâà X è
Y ìîæíî ðåàëèçîâàòü íóæíûì îáðàçîì � íàïðèìåð, âëîæèâ â

X × Y × {1, 2}.

Ïðèìåð. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî ñòóäåíòîâ Íåçàâèñèìîãî Óíèâåðñè-
òåòà, ñäàþùèõ àëãåáðó, à Y � ìíîæåñòâî ñäàþùèõ àíàëèç. Òîãäà
X + Y âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò îáúåäèíåíèþ ìíîæåñòâ
çàïîëíåííûõ ñòðîê â äâóõ âåäîìîñòÿõ.

Â äàëüíåéøåì ìû ïðèâåä¼ì ïîëíîöåííîå îïðåäåëåíèå ýòîé
îïåðàöèè; å¼ ðåçóëüòàò áóäåò íàçûâàòüñÿ êîïðîèçâåäåíèåì.

2.4.4. Ñëó÷àé êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ
ïîíÿòèåì êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íà èíòóèòèâíîì óðîâíå è îáîçíà-
÷àòü #Z ∈ N êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå Z.

Òîãäà
#
(
Y X
)
= #Y #X ;

#
(
X × Y

)
= #X ·#Y ;

#
(
X + Y

)
= #X +#Y.

×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîäóìàòü ýòè ðàâåíñòâà è ïî âîçìîæíî-
ñòè îáîñíîâàòü èõ.
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2.4.5. Áèíàðíûå îïåðàöèè. Ìû ïîäîøëè ê öåíòðàëüíîìó
ïîíÿòèþ ñîâðåìåííîé àëãåáðå. Íà ìíîæåñòâå Z ðàññìàòðèâàþòñÿ
îïåðàöèè

∗ ∈ ZZ×Z .

Èíà÷å ãîâîðÿ, áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòîáðàæåíèå

∗ : Z × Z −→ Z,

è äëÿ òàêèõ îòîáðàæåíèé ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü èíôèêñíóþ çàïèñü

∗(z1, z2) =: z1 ∗ z2.
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