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10.1. Êàêèå îïåðàöèè íàä èäåàëàìè â Z ñîîòâåòñòâóþò îïåðàöèÿì ÍÎÊ
è ÍÎÄ â ïîëóêîëüöå N?
10.2. Ïåðå÷èñëèòå 4-ýëåìåíòíûå êîììóòàòèâíûå êîëüöà.
10.3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî

√
0 íèëüïîòåíòîâ ëþáîãî êîììóòàòèâ-

íîãî êîëüöà (íèëüðàäèêàë) ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì è ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì
âñåõ ïðîñòûõ èäåàëîâ êîëüöà.
10.4*. Ðàññìîòðèòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü partitio numerorum

p : N −→ N : n 7→ #{(k1, k2, . . . ) ∈ N×N×· · · | [k1+k2+· · · = n]∧[k1 ≥ k2 ≥ · · · > 0]},
ââåäèòå å¼ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

P(x) := 1 +

∞∑
n=1

p(n)xn

è îñîçíàéòå òîæäåñòâî Ýéëåðà

P(x) :=
∞∏
d=1

∞∑
n=0

xdn = (1 + x1 + x1+1 + . . . )(1 + x2 + x2+2 + . . . ) . . . .

Äëÿ N = 1, 2, 3, . . . óñòàíîâèòå â êîëüöàõ Q[x]
(xN )

ðàâåíñòâà

1

P(x)
=
∞∏
d=1

(1− xd)

Âû÷èñëèòå íåñêîëüêî ïðàâûõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà, óãàäàéòå çàêîíî-
ìåðíîñòü è îáîñíóéòå å¼. (Çàìå÷àíèå. Îòâåò è íàáðîñîê ðåøåíèÿ ìîæíî
íàéòè â çàäà÷íèêå Ïîëèà è Ñåã¼). Ïðèìåíèòå ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ê
âû÷èñëåíèþ p(10), p(20) è p(30).
10.5*. Ïðèäàéòå àëãåáðàè÷åñêèé ñìûñë òîæäåñòâó Ýéëåðà∑

n∈Z
xn =

∞∏
d=0

(x−3
d

+ 1 + x3
d
)

è ïðåäñòàâüòå ñ åãî ïîìîùüþ ÷èñëà n ∈ {1, 2, . . . , 10} â âèäå ñóìì è ðàç-
íîñòåé íåïîâòîðÿþùèõñÿ íàòóðàëüíûõ ñòåïåíåé òðîéêè.
10.6. Ïðè êàêèõm,n ∈ Z èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì êîëåö Z

mnZ '
Z
mZ×

Z
nZ?

10.7. Èññëåäóéòå óðàâíåíèå x2 = x â êîëüöàõ Z
10nZ ïðè n = 1, 2, 3, . . . .

10.8. Îïðåäåëÿåò ëè ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ïîëÿ ÷àñòíûõ ôóíêòîð èç
êàòåãîðèè öåëîñòíûõ êîëåö â êàòåãîðèþ ïîëåé?
10.9. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî èäåàëà êîììóòàòèâíîãî êîëü-

öà p ∈ spec(R) èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì ïîëåé ff(Rp ) ∼= Op

mp
.

10.10. Ïðåäñòàâèì ëè ôóíêòîð òî÷åê, îïðåäåë¼ííûé ñèñòåìîé ïîëèíî-
ìèàëüíûõ óðàâíåíèé?
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