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Êàòåãîðèÿ ìîäóëåé íàä êîëüöîì

Ïóñòü Xi, i ∈ I � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ êàòåãîðèè. Ïðîèçâåäåíèåì Xi íàçûâàåò-
ñÿ îáúåêò

∏
i Xi, ïðåäñòàâëÿþùèé ôóíêòîð

∏
iHom(−, Xi). Êîïðîèçâåäåíèåì Xi íàçûâàåòñÿ

îáúåêò
∐

i Xi, êîïðåäñòàâëÿþùèé ôóíêòîð
∏

i Hom(Xi,−). Èìååì

Hom(−,
∏
i

Xi) ∼=
∏
i

Hom(−, Xi) è Hom(
∐
i

Xi,−) ∼=
∏
i

Hom(Xi,−).

Ïî ëåììå Éîíåäû ïðîèçâåäåíèå è êîïðîèçâåäåíèå îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî, åñëè ñóùåñòâóþò.
Çàäà÷à 1. Îïèøèòå (äëÿ äâóõ ñîìíîæèòåëåé) ïðîèçâåäåíèå è êîïðîèçâåäåíèå â êàòåãîðèè
a)ìíîæåñòâ; b◦)ìîäóëåé íàä êîëüöîì A; c) êîììóòàòèâíûõ êîëåö; d) ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-
íûõ ìíîæåñòâ; e) ãäå îáúåêòû � ýëåìåíòû ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà X, èç x â y
åñòü åäèíñòâåííûé ìîðôèçì, åñëè x 6 y; ãäå îáúåêòû � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, èç m â n åñòü
åäèíñòâåííûé ìîðôèçì, åñëè m|n.
Ïîä ìîäóëÿìè â ýòîì ëèñòêå èìåþòñÿ â âèäó ëåâûå ìîäóëè íàä íåêîòîðûì àññîöèàòèâíûì
êîëüöîì ñ åäèíèöåé A. Êàòåãîðèþ ëåâûõ ìîäóëåé íàä êîëüöîì A îáîçíà÷èì A−mod.
Çàäà÷à 2. Ïóñòü f : M → N � ãîìîìîðôèçì ìîäóëåé. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ ÿäðà è êîÿäðà f
÷åðåç a) íà÷àëüíûé/êîíå÷íûé îáúåêò íåêîòîðîé êàòåãîðèè; b) ñîïðÿæ¼ííûå ôóíêòîðû.
Çàäà÷à 3. Ïóñòü A → B � ãîìîìîðôèçì êîëåö. Äîêàæèòå, ÷òî ëåâûì ñîïðÿæ¼ííûì ê
ôóíêòîðó çàáûâàíèÿ B−mod→ A−mod áóäåò ôóíêòîð ðàñøèðåíèÿ ñêàëÿðîâ M 7→ B⊗AM ,
à ïðàâûì ñîïðÿæ¼ííûì � ôóíêòîð M 7→ HomA(B,M).
Çàäà÷à 4. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, S ⊂ A � ïîäêîëüöî, M � A-ìîäóëü. Ïðîâåðüòå,
÷òî ïðàâûì ñîïðÿæ¼ííûì ê ôóíêòîðó M ⊗A − èç A-ìîäóëåé â S-ìîäóëè áóäåò ôóíêòîð
HomS(M,−).
Ìîäóëü P íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ñþðúåêòèâíîãî ãîìîìîðôèçìà ìîäóëåé
s : M → N è ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà f : P → N íàéä¼òñÿ ãîìîìîðôèçì f ′ : P →M òàêîé, ÷òî
sf ′ = f . Äâîéñòâåííî, ìîäóëü I íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî èíúåêòèâíîãî
ãîìîìîðôèçìà t : M → N è ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà g : M → I íàéä¼òñÿ ãîìîìîðôèçì g′ : N →
I òàêîé, ÷òî g′t = g.
Çàäà÷à 5. a)Ïîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü ⊕Pi ïðîåêòèâåí⇐⇒ êàæäûé èç ìîäóëåé Pi ïðîåêòèâåí.
b)Ïîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü

∏
Ii èíúåêòèâåí ⇐⇒ êàæäûé èç ìîäóëåé Ii èíúåêòèâåí.

Çàäà÷à 6. a)Ïîêàæèòå, ÷òî ñâîáîäíûé ìîäóëü ⊕t∈TA ëþáîãî ðàíãà ïðîåêòèâåí.
b◦)Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ïðîåêòèâíûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì ñâîáîäíîãî.
c◦)Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïðîåêòèâíîãî, íî íå ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ.
Ïîäñêàçêà: âîçüìèòå êîëüöî Mn(R) èëè Z× Z.

Çàäà÷à 7∗. Äîêàæèòå êðèòåðèé èíúåêòèâíîñòè Áýðà: A-ìîäóëü I èíúåêòèâåí ⇐⇒ äëÿ ëþ-
áîãî ëåâîãî èäåàëà J ⊂ A ëþáîé ãîìîìîðôèçì f : J → I ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà
A→ I.
Ïîäñêàçêà: âîcïîëüçóéòåñü ëåììîé Öîðíà è ïðîäîëæàéòå ãîìîìîðôèçì ïîñòåïåííî.

Çàäà÷à 8. a)Äîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü M íàä êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ áåç äåëèòåëåé íóëÿ A
èíúåêòèâåí ⇐⇒ îí äåëèì, ò.å. äëÿ ëþáûõ m ∈M è a ∈ A, a 6= 0, íàéä¼òñÿ y ∈M òàêîé, ÷òî
x = ay.
b)Ïîêàæèòå, ÷òî Q è Q/Z � èíúåêòèâíûå Z-ìîäóëè.
Çàäà÷à 9. a◦)Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî A-ìîäóëÿ M èìååòñÿ íàêðûòèå ïðîåêòèâíûì ìî-
äóëåì ⊕HomZ(Z,M)A→M .
b)Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî A-ìîäóëÿ M èìååòñÿ âëîæåíèå â èíúåêòèâíûé ìîäóëü
M →

∏
HomZ(M,Q/Z) HomZ(A,Q/Z).


