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Ëèñòîê 5.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü ïî Ëåáåãó è íå áîëåå ÷åì
ñ÷åòíîãî íàáîðà ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ (a) êóáîâ, (b) øàðîâ.
Äîêàæèòå, ÷òî âíåøíÿÿ ìåðà Ëåáåãà λ∗

n, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

λ∗
n(A) = inf

{ ∞∑
j=1

|Ij| : A ⊂
∞∪
j=1

Ij

}
,

ãäå inf áåðåòñÿ ïî âñåì ïîêðûâàþùèì A êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì íàáîðàì ïàðàëëå-
ëåïèïåäîâ Ij ñ ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò ðåáðàìè, íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñäâèãàõ è
îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî áîðåëåâñêàÿ ñèãìà-àëãåáðà (ò.å. íàèìåíüøàÿ ïî âêëþ-

÷åíèþ σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ âñå îòêðûòûå ìíîæåñòâà) íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè,
âëîæåííîì â Rn, ñîâïàäàåò ñ ñèãìà-àëãåáðîé, ñîñòîÿùåé èç ïåðåñå÷åíèé áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ â Rn ñ ýòèì ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì.
Çàäà÷à 3. (a) Íàéäèòå âñå íåîòðèöàòåëüíûå áîðåëåâñêèå êîíå÷íûå ìåðû íà åäè-

íè÷íîé îêðóæíîñòè, êîòîðûå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ. (b) Íàéäèòå
âñå íåîòðèöàòåëüíûå áîðåëåâñêèå êîíå÷íûå ìåðû íà (0,+∞), êîòîðûå èíâàðèàíòíû
îòíîñèòåëüíî ãîìîòåòèé x → λx.
Çàäà÷à 4. Ïóñòü n ∈ N. Çàôèêñèðóåì ÷èñëî α ∈ (0, n]. Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà A

â Rn åãî âíåøíÿÿ α-ìåðà Õàóñäîðôà Hα(A) çàäàåòñÿ òàê. Ñíà÷àëà ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì δ > 0 ïîëîæèì

Hα
δ (A) = inf

{ ∞∑
k=1

|diamFk|α, A ⊂
∞∪
k=1

Fk, diamFk ≤ δ
}
,

ãäå inf áåðåòñÿ ïî âñåì ñ÷åòíûì ïîêðûòèÿì A çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè äèàìåòðà
íå áîëåå δ. Ñóùåñòâóåò (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íûé) ïðåäåë

Hα(A) := lim
δ→0

Hα
δ (A).

Äîêàæèòå, ÷òî Hα íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñäâèãàõ è îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Âû-
âåäèòå èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, ÷òî íà áîðåëåâñêîé ñèãìà àëãåáðå Hn = Cλ∗

n äëÿ íåêî-
òîðîé êîíñòàíòû C.
Çàäà÷à 5.

(a) Ïîêàæèòå, ÷òî H1 = λ∗
1.

(b) Ïóñòü A � êîìïàêò â Rn. Äëÿ âñÿêîãî z ∈ {xn = 0} ÷åðåç lz îáîçíà÷èì ïðÿìóþ,
ïåðïåíäèêóëÿðíóþ {xn = 0}. Ïóñòü S(A) =

∪
z{z} × [−qz, qz], ãäå qz = λ1(A

∩
lz)/2.

Äîêàæèòå, ÷òî λn(S(A)) = λn(A) è diamS(A) ≤ diamA.

(c) Äîêàæèòå èçîäèàìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî: λn(A) ≤ cn(diamA/2)n, ãäå cn �
îáúåì åäèíè÷íîãî øàðà è A � ïðîèçâîëüíîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî.

(d) Äîêàæèòå, ÷òî Hn = Cλ∗
n íà âñåõ ìíîæåñòâàõ è íàéäèòå êîíñòàíòó C.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà ãëàäêîé êðèâîé íà ïëîñêîñòè ñîâïàäàåò ñ åå âíåø-
íåé ìåðîé Õàóñäîðôà ïîðÿäêà 1.
Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè u íà Rn âåðíî ðàâåí-

ñòâî ∫
∥x∥≤R

u(x) dx =

∫ R

0

∫
∥x∥=r

u(x)σn−1(dx) dr,

ãäå σn−1 � ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà íà ñôåðå.
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