
Ëåêöèÿ 1: U(sl(2)) è êàòåãîðèÿ O äëÿ sl(2)

Â ýòîé ëåêöèè îïðåäåëÿåòñÿ àëãåáðà U(sl(2)) îáñóæäàåòñÿ òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé, äâóñòîðîííèå èäå-
àëû U(sl(2)). Ââîäèòñÿ êàòåãîðèÿ O äëÿ U(sl(2)), èëëþñòðèðóåòñÿ å¼ ñâÿçü ñ äâóñòîðîííèìè èäåàëàìè
U(sl(2)). Äà¼òñÿ îïèñàíèå ýòîé êàòåãîðèè O. Äîêàçàòåëüñòâ ïî÷òè íåò...

1.1. Îïðåäåëåíèå U(sl(2)). Àëãåáðà Ëè sl(2) (íàä C) ýòî òð¼õìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íàòÿ-
íóòîå íà âåêòîðà e, h, f è áèëèíåéíîé îïåðàöèåé [·, ·], îïðåäåë¼ííîé ñîîòíîøåíèÿìè

[h, e] = 2e, [h, f ] = −2f, [e, f ] = h.

Àëãåáðà Ëè sl(2) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà òàê æå êàê îïåðàöèÿ êîììóòèðîâàíèÿ íà ìàòðèöàõ 2 íà 2 ñî
ñëåäîì 0; e, h, f ïðè ýòîì ìîãóò áûòü îòîæäåñòâëåíû ñî ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè:

e = (
0 1
0 0

), h = (
1 0
0 −1 ), f = (

0 0
1 0

).

Ïðåäñòàâëåíèÿ (ìîäóëè) àëãåáðû Ëè sl(2) ñîâïàäàþò ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè (ìîäóëÿìè) óíèâåðñàëüíîé
îá¼ðòûâàþùåé àëãåáðû U(sl(2)), çàäàííîé êàê ôàêòîð ñâîáîäíîé àëãåáðû, ïîðîæä¼ííîé ñèìâîëàìè
e, h, f , ïî ñîîòíîøåíèÿì

he− eh = 2e, hf − fh = −2f, ef − fe = h.

1.2. Ïðåäñòàâëåíèÿ U(sl(2)). Ïðîñòûå ìîäóëè àëãåáðû U(sl(2)), à òàê æå ìîäóëè êîíå÷íîé äëèíû
U(sl(2)) ìîãóò áûòü îïèñàíû êàê ìîäóëè íà àëãåáðîé Âåéëÿ C[x, ∂x], ñì. [Blo]. Îïèñàíèå ìîäóëåé ýòîé
àëãåáðû â êàêîì-òî ñìûñëå äàíî òàì æå [Blo], à òàê æå â [Ka] (ó Áëîêà îòâåò ïîïðîùå, íî ïîíèìàíèÿ
òîãî, êàêîâû áóäóò ñâîéñòâà ó ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôóðîâ îí íå äà¼ò; ó Êàøèâàðû îòâåò ñèëüíî
ñëîæíåå, íî îí îïèñûâàåò ìíîãèå ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôóðîâ).

Äëÿ àëãåáð Ëè ðàíãà 2 è âûøå íè÷åãî ïîõîæåãî ïî ïîëíîòå íà îòâåòû Áëîêà è Êàøèâàðû ìíå
íå èçâåñòíî. Âðîäå, ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó îïèñàíèÿ âñåõ ìîäóëåé ñðàçó ïðèíÿòî ñ÷èòàòü äèêîé. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äâóñòîðîííèå èäåàëû àëãåáð U(g) ïîääàþòñÿ òî÷íîìó îïèñàíèþ ïî
êðàéíåé ìåðå äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð Ëè (è ýòî âî ìíîãîì ïðåäìåò ýòîãî êóðñà). Åñëè àëãåáðà
Ëè g ïîëóïðîñòà, òî àííóëÿòîðû ïðîñòûõ ìîäóëåé äëÿ àëãåáðû U(g) èìåþò ñàìîå íåïîñðåäñòâåííîå
îòíîøåíèå ê êàòåãîðèè O � è îá ýòîì òîæå ïîéä¼ò ðå÷ü ïîçæå â êóðñå.

1.3. Äâóñòîðîííèå èäåàëû àëãåáðû U(sl(2)). Äâóñòîðîííèå èäåàëû àëãåáðû U(sl(2)) äîïóñêàþò
îïèñàíèå, áëèçêîå ê îäíîìó èç îïèñàíèé èäåàëîâ êîëüöà öåëûõ ÷èñåë Z. Íåòðèâèàëüíûå èäåàëû â Z
ìîãóò áûòü îïèñàíû, êàê nZ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë n ∈ Z. Òàêîé èäåàë íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè
÷èñëî |n| ïðîñòîå èëè åäèíèöà. Âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Âñÿêèé íåòðèâèàëüíûé èäåàë â Z åñòü ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ èäåàëîâ.
2. Ýòî ïðîèçâåäåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ìíîæèòåëåé.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî àíàëîãè óòâåðæäåíèé 1, 2 âåðíû è äëÿ U(sl(2)). ×òîáû óòâåðæäåíèå 1 èìåëî ñìûñë
íóæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ïðîñòîãî èäåàëà äëÿ íåêîììóòàòèâíîé àëãåáðû.

Îïðåäåëåíèå 1. Èäåàë I ⊂ U(sl(2)) íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ èäåàëîâ I1, I2 ñëåäó-
þùèå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíû:
• I1 ⊂ I èëè I2 ⊂ I,
• I1I2 ⊂ I.

Îòìå÷ó, ÷òî îïðåäåëåíèå ïðîñòîãî èäåàëà îòëè÷íî îò îïðåäåëåíèÿ ïðîñòîãî èäåàëà, èñïîëüçóåìîãî
â êîììóòàòèâíîé àëãåáðå. Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê îïèñàíèþ ïðîñòûõ èäåàëîâ U(sl(2)). Ïîëîæèì

z := h2 + 2(ef + fe).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

[e, z] = −2he−2eh+2(eh+he) = 0, [h, z] = 2(2ef−2ef+2fe−2fe) = 0, [f, z] = 2hf+2fh+2(−fh−hf) = 0.

Ò.å. z � ýòî ýëåìåíò öåíòðà àëãåáðû U(sl(2)). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò öåíòðà åñòü ìíîãî÷ëåí
îò z. Ëþáîé èäåàë âèäà (z − λ)U(sl(2)) äëÿ âñåõ λ ∈ C ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì â U(sl(2)).

Åù¼ îäíà ñåðèÿ ïðîñòûõ èäåàëîâ âîçíèêàåò èç êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû Ëè sl(2).
Ñîïîñòàâèì òðîéêå e, h, f äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

e −→ x∂y, h −→ x∂x − y∂y, f −→ y∂x, z −→ (x∂x + y∂y)
2 + 2(x∂x + y∂y).
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Âñÿ àëãåáðà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ îò x, y (à, ñëåäîâàòåëüíî, è sl(2)) äåéñòâóåò íà C[x, y].
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äåéñòâèå sl(2) ñîõðàíÿåò ñòåïåíè îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, ò.å. ÷òî îäíîðîäíûå
ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n îò x, y ÿâëÿþòñÿ sl(2)-ïîäìîäóëåì â C[x, y]. Ìû îáîçíà÷èì ýòîò ïîäìîäóëü V (n)
(ïðîâåðüòå, ÷òî dimV (n) = n+ 1). Àííóëÿòîð AnnU(sl(2))V (n) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì èäåàëîì â U(sl(2)).

Ëåììà 1. Ëþáîé íåòðèâèàëüíûé ïðîñòîé èäåàë â U(sl(2)) îòíîñèòñÿ ê îäíîìó èç äâóõ êëàññîâ èäåà-
ëîâ:

1. (z − λ)U(sl(2)), λ ∈ C,
2. AnnU(sl(2))V (n), n ∈ Z≥0.

Âñå èäåàëû ïåðâîãî êëàññà ïîïàðíî ðàçëè÷íû è èìåþò áåñêîíå÷íóþ êîðàçìåðíîñòü â U(sl(2)). Âñå
èäåàëû âòîðîãî êëàññà ïîïàðíî ðàçëè÷íû è èìåþò êîíå÷íóþ êîðàçìåðíîñòü â U(sl(2)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ çàäà÷à â ýêçàìåíå ïî êóðñó. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äàëüíåéøèå ëåêöèè ïîìî-
ãóò å¼ ðåøèòü. �

1.4. Êàòåãîðèÿ O äëÿ U(sl(2)). Êàòåãîðèÿ O áûëà ââåäåíà äëÿ îïèñàíèÿ äâóñòîðîííèõ èäåàëîâ
â óíèâåðñàëüíûõ îá¼ðòûâàþùèõ ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè. ß ñ÷èòàþ, ÷òî çäåñü åñòü òðè êëþ÷åâûõ
óòâåðæäåíèÿ:

1. Òåîðåìà Äþôëî î ïðèìèòèâíûõ èäåàëàõ [Du], ñì. òàêæå [Gi].
2. Òåîðåìà Äæîçåôà îá ýêâèâàëåíòíîñòè ðåø¼òêè ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ Âåðìà ðåø¼òêå èäåàëîâ,

ñì. [BG, Òåîðåìà 4.3].
3. Òåîðåìà Áåðøòåéíà-Ãåëüôàíäà-Ãåëüôàíäà îá ýêâèâàëåíòíîñòè áëîêîâ êàòåãîðèè O áëîêàì êàòå-

ãîðèè ìîäóëåé Õàðèø-×àíäðû [BG, Òåîðåìà 5.9].
Â ýòîé ëåêöèè ÿ õî÷ó ïîÿñíèòü ÷òî åñòü 1 è 2 äëÿ U(sl(2)), à 3 áóäåò îáñóæäàòüñÿ ïîçäíåå. Íà÷í¼ì ñ
îïèñàíèÿ îáúåêòîâ êàòåãîðèè O.

Îïðåäåëåíèå 2. U(sl(2))-ìîäóëü M ïðèíàäëåæèò êàòåãîðèè O, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
• M êîíå÷íî ïîðîæä¼í êàê U(sl(2))-ìîäóëü;
• äåéñòâèå h íà M ïîëóïðîñòî, ò.å. M = ⊕ν∈CMν è hmν = νmν äëÿ âñåõ mν ∈Mν ;
• äåéñòâèå e íà M ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíî, ò.å. ∀m ∈M∃k ∈ Z≥0 : ekm = 0.

Ìîðôèçìû â êàòåãîðèè O ñîâïàäàþò ñ ìîðôèçìàìè â êàòåãîðèè U(sl(2))-ìîäóëåé. Âàæíî, ÷òî íå
âñå ðàñøèðåíèÿ U(sl(2))-ìîäóëåé èç êàòåãîðèè O ïðèíàäëåæàò êàòåãîðèè O.

Ëåììà 2. Äëÿ âñÿêîãî ìîäóëÿ M èç êàòåãîðèè O ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí p(z) 6= 0 îò z, äëÿ êîòîðîãî
p(z)M = 0.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ âñÿêîãî ìîäóëÿ M èç êàòåãîðèè O ñóùåñòâóåò (ïðèìàðíîå) ðàçëîæåíèå

M = ⊕λ∈CMλ

è íàáîð ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë nλ, λ ∈ C, òàêèå ÷òî:
• ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî Mλ 6= 0,
• (z − λ)nλMλ = 0 äëÿ âñåõ λ.

Ñëåäñòâèå 2. Êàòåãîðèÿ O ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó

O = ⊕λ∈CO(λ),

ãäå êàæäîå O(λ) ýòî ïîäêàòåãîðèÿ êàòåãîðèè O, äëÿ êîòîðîé

∀M ∈ O(λ)∀n� 0((z − λ)n)M = 0.

Â êàæäîìè áëîêå O(λ) ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîñòûõ îáúåêòîâ è ìû èõ ñåé÷àñ îïèøåì - à çàîäíî è
êàæäûé èç áëîêîâ è ñâÿçàííûå ñ íèìè èäåàëû. Ïîëîæèì

M(µ) := U(sl(2))/(U(sl(2))e+U(sl(2))(h− µ)).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî M(µ) åñòü îáúåêò êàòåãîðèè O; M(µ) íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì Âåðìà.

Ëåììà 3. Ïóñòü λ 6= n(n+ 2) íè äëÿ êàêîãî n ∈ Z. Òîãäà
• O(λ) ïîëóïðîñòà è èìååò ðîâíî 2 ïðîñòûõ îáúåêòà:M(µ1),M(µ2), ãäå µ1, µ2 � ýòî êîðíè óðàâíåíèÿ

µ(µ+ 2) = λ.
• AnnU(sl(2))M(µ1) = AnnU(sl(2))M(µ2) = (z − λ)U(sl(2)) � ýòî ìàêñèìàëüíûé èäåàë â U(sl(2)).



Ëåììà 4. Ïóñòü λ = −1(−1 + 2) = −1. Òîãäà
• O(λ) ïîëóïðîñòà è èìååò ðîâíî 1 ïðîñòîé îáúåêò: M(−1).
• AnnU(sl(2))M(−1) = (z + 1)U(sl(2)) � ýòî ìàêñèìàëüíûé èäåàë â U(sl(2)).

Ëåììà 5. Ïóñòü λ = n(n+ 2) äëÿ êàêîãî n ∈ Z≥0. Òîãäà
• O(λ) íåïîëóïðîñòà, èìååò ðîâíî 2 ïðîñòûõ îáúåêòà: V (n),M(−n−2); O(λ) ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèè

ïðåäñòàâëåíèé ñëåäóþùåãî êîë÷àíà

?
β←−
α−→?

ñ ñîîòíîøåíèåì αβ = 0.
• AnnU(sl(2))M(−n− 2) = (z − λ)U(sl(2)),
• AnnU(sl(2))M(−n− 2) ( AnnU(sl(2))V (n); AnnU(sl(2))V (n) � ýòî ìàêñèìàëüíûé èäåàë â U(sl(2)).

Èç âñåãî ñêàçàííîãî âûøå ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 3 (Òåîðåìà Äþôëî äëÿ U(sl)(2)). Ïóñòü I � ýòî àííóëÿòîð êàêîãî-òî ïðîñòîãî U(sl(2))-
ìîäóëÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðîñòîé U(sl(2))-ìîäóëü L èç êàòåãîðèè O, äëÿ êîòîðîãî I = AnnU(sl(2))L.

Ñëåäñòâèå 4 (Òåîðåìà Äæîçåôà äëÿ U(sl)(2)). Ôèêñèðóåì µ ∈ C\Z<0. Òîãäà îòîáðàæåíèÿ

I −→ IM(µ),M ′ −→ AnnU(sl(2))(M(µ)/M ′)

îòîæäåñòâëÿåò ïîäìîäóëè M ′ ìîäóëÿ M ñ èäåàëàìè I ⊂ U(sl(2)), äëÿ êîòîðûõ (z − µ(µ+ 2)) ∈ I.
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