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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ, ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ É ÔÒÏÊËÉ. çÏÍÏÌÏÇÉÉ
ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.

ðÕÓÔØ Y ⊂ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, É � : Y → X | ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ (�(a) = a, ÎÏ
× ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ a ∈ Y ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÔÏÞËÁ a ∈ X). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �# : Cn(Y;K) →
Cn(X;K) | ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÉÎßÅËÃÉÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Cn(X;Y;K) def= Cn(X;K)=�#(Cn(Y;K)). ðÏÓËÏÌØËÕ �# | ÍÏÒ-
ÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× (@X�# = �#@Y ), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Cn(X;Y;K) → Cn−1(X;Y;K), ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÉÍ @X;Y É ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ @2

X;Y = 0. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ón(X;Y;K) ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ËÏÍÐÌÅËÓ,
ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ H∗(X;Y;K) É ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ X ÐÏ Y . ïÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÙÅ n-ÃÉËÌÙ × Cn(X;Y;K) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ n-ÃÅÐÑÍÉ x ∈ Cn(X;K), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ @x ∈ Cn−1(Y;K)
(Ô.Å. ÇÒÁÎÉÃÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÉÔ × Y ).

ðÕÓÔØ p : Cn(X;K) → Cn(X;Y;K) | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÆÁËÔÏÒ; ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÏÖÅ ÍÏÒÆÉÚÍ
ËÏÍÐÌÅËÓÏ×, É ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× 0 → C�(Y ) �#−→ C�(X) p−→ C�(X;Y ) → 0 | ÔÏÞÎÁÑ. ðÏ ÔÅÏ-
ÒÅÍÅ âÏËÛÔÅÊÎÁ, ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ · · · → Hn(Y ) �∗−→ Hn(X) p∗−→ Hn(X;Y ) �−→
Hn−1(Y ) → : : : , ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÐÁÒÙ. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ âÏËÛÔÅÊÎÁ � × ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÍÕ n-ÃÉËÌÕ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÍÕ n-ÃÅÐØÀ x ∈ Cn(X;K), ÅÅ ÇÒÁÎÉÃÕ
@x ∈ Cn−1(Y;K).

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ Y ⊂ X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ; ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Hn(X;Y ) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ × ÜÔÏÍ ÓÌÕ-
ÞÁÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍÉ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ X É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ~Hn(X). éÚ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ ÐÒÉ n ≥ 2 ÐÏ-
ÌÕÞÁÅÍ · · · → 0 = Hn(pt) → Hn(X) → ~Hn(X) → Hn−1(pt) = 0, ÔÁË ÞÔÏ ~Hn(X) = Hn(X). è×ÏÓÔ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: 0 = H1(pt) → H1(X) → ~H1(X) �−→ H0(pt) = K �∗−→ H0(X) → ~H0(X) → 0.
ëÁË ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ × ÐÒÉÍÅÒÅ 4 ÌÅËÃÉÉ 1, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ K → H0(X) = K�0(X), ÐÅ-
ÒÅ×ÏÄÑÝÉÍ 1 × ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÔÏÞËÕ Y . éÚ
ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÅÐÅÒØ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ � = 0, ÏÔËÕÄÁ ~H1(X) = H1(X) É H0(X) = ~H0(X)⊕K; ×
ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ~H0(X) = 0 ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÇÏ X.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ X = Rn, ÇÄÅ n > 1 (ÓÌÕÞÁÊ n = 1 ÒÁÚÂÅÒÉÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ), Y = Rn \ {0}, ÔÁË ÞÔÏ
X ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÏ, Á Y ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ Sn−1. ôÏÇÄÁ ÆÒÁÇÍÅÎÔ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ
(X;Y ) × ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ËÅ m 6= 0; n ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: 0 = Hm(Rn) → Hm(Rn;Rn \ {0}) → Hm−1(Rn \ {0}) = 0,
ÏÔËÕÄÁ Hm(Rn;Rn \ {0}) = 0. ðÒÉ m = n ÉÍÅÅÍ 0 = Hn(Rn) → Hn(Rn;Rn \ {0}) → Hn−1(Rn \ {0}) =
K → Hn−1(Rn) = 0, ÏÔËÕÄÁ Hn(Rn;Rn \ {0}) = K, Á ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ âÏËÛÔÅÊÎÁ � : Hn(Rn;Rn \ {0}) →
Hn−1(Rn\{0}) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ Rn\{0} ÒÅÔÒÁÇÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÓÆÅÒÕ Sn−1 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ, × ËÁÞÅÓÔ×Å
ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ × Hn−1(Rn\{0}) = K ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ un ∈ Hn−1(Sn−1) | ÓÕÍÍÕ (n−
1)-ÍÅÒÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏ× ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ T ÓÆÅÒÙ. ïÔÓÀÄÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ Hn(Rn;Rn \ {0}) ÄÏÌÖÎÁ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØÓÑ n-ÃÅÐØÀ x ∈ Cn(Rn), ÇÒÁÎÉÃÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÁ un | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÕÍÍÕ n-ÍÅÒÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏ×,
ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÙ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑÃÉÉ T , Á (n+ 1)-Ñ ×ÅÒÛÉÎÁ | ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

áÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ: H∗(X) = H∗(X;∅).
ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ Ó×ÏÊ-

ÓÔ×ÁÍ ÏÂÙÞÎÙÈ (ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ) ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ Y1 ⊂ X1, Y2 ⊂ X2. îÁÚÏ×ÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÐÁÒ
(X1; Y1) → (X2; Y2) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X1 → X2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f(Y1) ⊂ Y2. çÏÍÏÔÏÐÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-
ÎÉÊ ÐÁÒ É ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÐÁÒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÐÁÒ, ÏÂßÅËÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ËÌÁÓÓÙ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ
ÐÁÒ, Á ÍÏÒÆÉÚÍÙ | ËÌÁÓÓÙ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÁÒ × ËÁÔÅ-
ÇÏÒÉÀ ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ K-ÍÏÄÕÌÅÊ.

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÁÒ f : (X1; Y1) → (X2; Y2) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ
ÍÏÄÕÌÅÊ f∗ : Hn(X1; Y1;K) → Hn(X2; Y2;K); ÄÌÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÄÉÎÁËÏ×.
çÏÍÏÌÏÇÉÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÐÁÒ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË Õ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.
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ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X = A ∪ B, ÇÄÅ A;B ⊂ X ÏÔËÒÙÔÙ, É ÐÕÓÔØ A′ = A ∩ Y , B′ = B ∩ Y . (ôÅÍ ÓÁÍÙÍ
A′ É B′ ÏÔËÒÙÔÙ × ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ Y ⊂ X, ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ | × ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ X). ôÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ËÏÍÐÌÅËÓ
CA;B� (X;Y ) def= CA;B� (X)=CA

′;B′
� (Y ) É ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× � : CA;B� (X;Y ) → C�(X;Y ).

ôÅÏÒÅÍÁ 2. íÏÒÆÉÚÍ � ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ × ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË Õ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÒÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ.
îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÌÅÔÏÞÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X É ÎÁÂÏÒ ÔÒÏÅË {(e(k)

� ; �(k)
� ) | k =

0; 1; : : : ; � ∈ Ik}, ÇÄÅ Ik | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ×, e(k)
� ⊂ X, Á �(k)

� : Bk → X | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÛÁÒÁ × X. íÎÏÖÅÓÔ×Á e(k)

� ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÌÅÔËÁÍÉ, ÞÉÓÌÏ k | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ËÌÅÔËÉ
e(k)
� , Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �(k)

� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ËÌÅÔËÉ e(k)
� . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ,

ÞÔÏÂÙ ÎÁÂÏÒ ÏÂÌÁÄÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:
1) íÎÏÖÅÓÔ×Á e(k)

� ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X: X = ⊔∞
k=0

⊔
�∈Ik e

(k)
� .

2) ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ �(k)
� ÎÁ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ intBk ÛÁÒÁ | ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ intBk → e(k)

� , Á
ÏÂÒÁÚ ÇÒÁÎÉÃÙ @Bk ÛÁÒÁ ÌÅÖÉÔ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÌÅÔÏË e(l)

� ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ l < k:
�(k)
� )(@Bk) ⊂ e(l1)

�1
∪ : : : e(lN )

�N ; l1; : : : ; lN < k.
íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ× Ik ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ (ÌÀÂÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ) ÉÌÉ ÐÕÓÔÙÍ | ÎÅ ÏÂÑÚÁ-

ÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÀÔÓÑ ËÌÅÔËÉ ×ÓÅÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ. ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ skn(X) = ⋃
k≤n e

(k)
� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÏÓÔÏ×ÏÍ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Á X. ëÌÅÔÏÞÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y = ⊔
k
⋃
�∈Jk e

(k)
� ⊂ X (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ

ÎÁÂÏÒÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× Jk ⊂ Ik), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ËÌÅÔËÉ e(k)
� , � ∈ Jk, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÅÇÏ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ.

óÔÒÕËÔÕÒÁ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ××ÅÓÔÉ × X ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ X ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ
ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ (�(k)

� )−1(A) ⊂ Bk ÚÁÍËÎÕÔ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ k É � ∈ Ik. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ,
ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×-
ÎÙ. ëÌÅÔÏÞÎÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ Ó ËÌÅÔÏÞÎÙÍ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.

ëÌÅÔÏÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÀ, ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ × ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÌÅÔÏÞÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ:
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X1 → X2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÌÅÔÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ f(skn(X1) ⊂ skn(X2) É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÌÅÔÏÞÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ × X1 É X2. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ÆÕÎËÔÏÒ ÉÚ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ× × ËÁÔÅÇÏÒÉÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.

÷ÁÖÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ìÅÍÍÁ 1 (ÌÅÍÍÁ âÏÒÓÕËÁ). ðÕÓÔØ X | ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Y | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Z ⊂ X | ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ � : Z × [0; 1] → Y É
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 	0 : X → Y ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ 	(z) = �(z; 0) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z ∈ Z. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ
	 : X × [0; 1] → Y ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ 	(x; 0) = 	0(x) ÐÒÉ ×ÓÅÈ x ∈ X É �(z; t) = 	(z; t) ÄÌÑ ×ÓÅÈ z ∈ Z, t ∈ [0; 1].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÌÅÔËÕ e(k)
� ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ 	 ÕÖÅ ÚÁÄÁÎÁ

ÎÁ ×ÓÅÈ ËÌÅÔËÁÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Z É ÎÁ ×ÓÅÈ ËÌÅÔËÁÈ e(l)
� ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ l < k. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ

	(x; t) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÒÉ x ∈ @e(k)
� É ÐÒÉ ×ÓÅÈ x É t = 0. ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÑ e(k)

� Ó intBk, ÐÏÌÕÞÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ 	 ÎÁ Bk × [0; 1] ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÚÁÄÁÎÏ ÎÁ ók def= @Bk × [0; 1] ∪Bk × {0}.

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÒÅÔÒÁËÃÉÑ) f : Bk × [0; 1] → ók ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f(s) = s ÐÒÉ ×ÓÅÈ
s ∈ Ck ⊂ Bk (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ×ÌÏÖÉÔØ Bk × [0; 1] ⊂ Rk+1 É ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å f ÐÒÏÅËÃÉÀ ÉÚ ÔÏÞËÉ (a; 1 + "),
ÇÄÅ a | ÃÅÎÔÒ ËÒÕÇÁ, Á " > 0 ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 	(b; t) def= 	(f(b; t)) (f(b; t) ∈ Uk, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÁ×ÁÑ
ÞÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ 	 × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ËÌÅÔËÕ, ÅÓÌÉ ×Ï ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÍÅÎØ-
ÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÕÖÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÄÌÑ
×ÓÅÈ ËÌÅÔÏË ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 	n :
skn(X)× [0; 1] → Y , ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÅÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ � É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 	0, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ:
	n|skn−1(X)×[0;1] = 	n−1. üÔÏ ÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 	 : X × [0; 1] → Y , ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÌÅÔÏÞÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ (ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÓÔÏ×Å ×ÌÅÞÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÎÁ ×ÓÅÍ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Å). ¤

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ X | ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Y | ÅÇÏ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, X=Y | ÆÁË-
ÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X, × ËÏÔÏÒÏÍ Y ÓÔÁÎÕÔÏ × ÔÏÞËÕ a. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ p : (X;Y ) → (X=Y; a)
ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ p∗ : H∗(X;Y ) → ~H∗(X=Y ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ CY | ËÏÎÕÓ ÎÁÄ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Y . ðÒÉËÌÅÉÍ ÅÇÏ Ë X, ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÑ ÎÉÖÎÅÅ ÏÓÎÏ-
×ÁÎÉÅ Ó Y ⊂ X; ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Z. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Z | ËÌÅÔÏÞÎÏÅ; CY | ÅÇÏ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ



ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. CY ÓÔÑÇÉ×ÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÕ v (×ÅÒÛÉÎÕ ËÏÎÕÓÁ); ÏÔÓÀÄÁ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-
ÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ Ft : X → X ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ Ft(CY ) ⊂ CY , F0 = id É F1(CY ) = {v}. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÁÒÁ (Z;CY )
ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÐÁÒÅ (X=Y; v), ÏÔËÕÄÁ H∗(Z;CY ) = ~H∗(X=Y ).

ðÏÌÏÖÉÍ A = Z \X É B = Z \ {v}. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, CA;Bn (Z;CY ) = Cn(B;CY \ {v}), ÏÔËÕÄÁ × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 2
×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ H∗(Z;CY ) = H∗(B;CY \{v}). ðÁÒÁ (B;CY \{v}) ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ (X;Y ), ÏÔËÕÄÁ
H∗(X;Y ) = H∗(B;CY \ {v}) = H∗(Z;CY ) = ~H∗(X=Y ). ¤

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Z ⊂ Y ⊂ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
ËÏÍÐÌÅËÓÏ× 0 → C�(Y; Z) → C�(X;Z) → C�(X;Y ) → 0; ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÌÏ-
ÇÉÊ · · · → Hn(Y; Z) → Hn(X;Z) → Hn(X;Y ) → Hn−1(Y;Z) → : : : ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ
ÔÒÏÊËÉ. ôÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ | ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÒÏÊËÉ: Z = ∅.

ðÕÓÔØ X | ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á Wn(X;K) | Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ K-ÍÏÄÕÌØ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ n-
ÍÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË. ðÕÓÔØ � | n-ÍÅÒÎÁÑ ËÌÅÔËÁ, �� : Dn → � ⊂ X | ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, É � |
(n− 1)-ÍÅÒÎÁÑ ËÌÅÔËÁ, ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ �. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ A� ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ËÌÅÔÏË � ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n− 1,
ËÒÏÍÅ � , Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅÈ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÍÅÎØÛÅÊ n−1. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ [� : � ] ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÓÔÅÐÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Sn−1 = @Dn

��−→ @� p�−→ �=@� �−1
�−→ Sn−1, ÇÄÅ p� | ÐÒÏÅËÃÉÑ @� → @�=A� . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ

ÔÅÐÅÒØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÄÕÌÅÊ @n : Wn(X) → Wn−1(X) ÕÓÌÏ×ÉÅÍ @n(�) = ∑
� [� : � ]� (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÕÍÍÁ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÁ).
ôÅÏÒÅÍÁ 4. íÏÄÕÌÉ Wn(X) É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ @n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÙ H∗(X;K).

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ, ×ÙÑÓÎÉÍ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÍÏÄÕÌÅÊ Wn(X). óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ
ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÆÁËÔÏÒ skn(X)= skn−1(X) | ÂÕËÅÔ n-ÍÅÒÎÙÈ ÓÆÅÒ, ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÈ n-ÍÅÒÎÙÍ ËÌÅÔËÁÍ ×X. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏWn(X) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎHn(skn(X)= skn−1(X)) =
Hn(skn(X); skn−1(X)) (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï | ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3).

çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÉÍÅÅÔ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ @n:
ìÅÍÍÁ 2. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ @n : Wn(X) = Hn(skn(X); skn−1(X)) → Hn−1(skn−1(X); skn−2(X)) = Wn−1(X)
ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÒÏÊËÉ (skn(X); skn−1(X); skn−2(X)).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ Dn | n-ÍÅÒÎÙÊ ÛÁÒ, Sn−1 ⊂ Dn | ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0 = Hn(Dn) → Hn(Dn; Sn−1) p−→ Hn−1(Sn−1) → Hn−1(Dn) = 0
↓ (��)∗ ↓ (��)∗

Hn(skn(X); skn−1(X)) �−→ Hn−1(skn−1(X); skn−2(X))
|| ||

Wn(X) Wn−1(X)

;

× ËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ | ÆÒÁÇÍÅÎÔ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÒÏÊËÉ (Dn; Sn−1;∅) (Ô.Å. ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ (Dn; Sn−1)), Á ×ÔÏÒÁÑ | ÆÒÁÇÍÅÎÔ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÒÏÊËÉ (skn(X); skn−1(X); skn−2(X)).
ûÁÒ Dn ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍ, ÔÁË ÞÔÏ Hn(Dn) = Hn−1(Dn) = 0 × ÓÉÌÕ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ
(ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ n ≥ 2; ÓÌÕÞÁÊ n = 1 | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ, ÏÔ×ÅÔ ÔÁÍ ÔÁËÏÊ ÖÅ). óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉÍÅÒÕ 2 ÌÅËÃÉÉ 2,
Hn−1(Sn−1) = K, ÏÔËÕÄÁ × ÓÉÌÕ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ÉÌÉ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3) Hn(Dn; Sn−1) = K É p |
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É × ÓÉÌÕ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÓÆÅÒÙ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ×
ÐÒÉÍÅÒÅ 2 ÌÅËÃÉÉ 2, (��)∗(1) | ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ a� ∈ Wn(X), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ËÌÅÔËÅ �. ÷ ÓÉÌÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-
ÎÏÓÔÉ �(a�) = (��)∗(p(1)) = (��)∗(1). óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÌÅËÃÉÉ 2, (��)∗(1) = ∑

� [� : � ]a� = @(a�). ¤

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4. ðÕÓÔØ x ∈Wn(X) = Hn(skn(X); skn−1(X)). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ÃÉËÌÏ×, Ô.Å. ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÃÅÐÅÊ × skn(X), ÇÒÁÎÉÃÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ × skn−1(X). ôÏÇÄÁ @n(x) ∈
Wn−1(X) | ÕÐÏÍÑÎÕÔÁÑ ÇÒÁÎÉÃÁ. ôÅÐÅÒØ @n−1(@n(x)) = 0, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÇÒÁÎÉÃÁ ÇÒÁÎÉÃÙ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ (@2 = 0
× ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÅ). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ Wn(X) É @n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÐÌÅËÓ.

ôÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÒÏÊËÉ (skn+1(X); skn(X); skn−2(X)) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÒÁÇÍÅÎÔ Wn+1(X) =
Hn+1(skn+1(X); skn(X)) �−→ Hn(skn(X); skn−2(X)) �−→ Hn(skn+1(X); skn−2(X)) → Hn(skn+1(X); skn(X)). ðÏ-
ÓËÏÌØËÕ skn+1(X)= skn(X) | ÂÕËÅÔ (n + 1)-ÍÅÒÎÙÈ ÓÆÅÒ, ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÞÌÅÎ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, É � | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ,
ÏÔËÕÄÁ Hn(skn+1(X); skn−2(X)) = Hn(skn(X); skn−2(X))= Im �.

ôÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÒÏÊËÉ (skn(X); skn−1(X); skn−2(X)) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÒÁÇÍÅÎÔ
Hn(skn−1(X); skn−2(X)) → Hn(skn(X); skn−2(X)) �−→ Hn(skn(X); skn−1(X)) = Wn(X) @n−→
Hn−1(skn−1(X); skn−2(X)) = Wn−1(X). ðÏÓËÏÌØËÕ skn−1(X)= skn−2(X) | ÂÕËÅÔ (n−1)-ÍÅÒÎÙÈ ÓÆÅÒ, ÐÅÒ×ÙÊ
ÞÌÅÎ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, É � | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ. ïÔÓÀÄÁ Hn(skn+1(X); skn−2(X)) = Im�= Im(� ◦ �) = Ker @n= Im(� ◦ �).
éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÒÏÊËÉ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ � ◦ � = @n+1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
n-ÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ÒÁ×ÎÙ HW

n (X) = Ker @n= Im @n+1 = Hn(skn+1(X); skn−2(X)).



äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ m ≤ n− 2 ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÒÏÊËÉ (skn+1(X); skm(X); skm−1(X)) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÒÁÇ-
ÍÅÎÔHn(skm(X); skm−1(X)) → Hn(skn+1(X); skm−1(X)) → Hn(skn+1(X); skm(X)) → Hn−1(skm(X); skm−1(X)).
ðÏÓËÏÌØËÕ skm(X)= skm−1(X) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÂÕËÅÔ m-ÍÅÒÎÙÈ ÓÆÅÒ, ËÒÁÊÎÉÅ ÞÌÅÎÙ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ ÒÁ×ÎÙ
ÎÕÌÀ, ÏÔËÕÄÁ Hn(skn+1(X); skm(X)) = Hn(skn+1(X); skm−1(X)) | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, HW

n (X) =
Hn(skn+1(X); skn−2(X)) = Hn(skn+1(X); skn−3(X)) = · · · = Hn(skn+1(X)) (ÐÏÓËÏÌØËÕ sk−1(X) = ∅).

äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ m ≥ n + 1 ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ (skm+1(X); skm(X)) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÒÁÇÍÅÎÔ
Hn+1(skm+1(X); skm(X)) → Hn(skm(X)) → Hn(skm+1(X)) → Hn(skm+1(X); skm(X)). ðÏÓËÏÌØËÕ
skm+1(X)= skm(X) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÂÕËÅÔ (m + 1)-ÍÅÒÎÙÈ ÓÆÅÒ, ËÒÁÊÎÉÅ ÞÌÅÎÙ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ,
ÏÔËÕÄÁ Hn(skm(X)) = Hn(skm+1(X)), É HW

n (X) = Hn(skm(X)) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ m ≥ n+ 1. ÷ ÓÉÌÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ
ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ÌÀÂÏÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ × ËÌÅÔÏÞÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ × ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÏÓÔÏ×Å;
ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ HW

n (X) = Hn(X). ¤

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ X = CPn. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ e(2k) = {[z0 : · · · : zn] ∈ CPn | zk+1 = · · · = zn = 0; zk 6= 0}; ÚÄÅÓØ
0 ≤ k ≤ n. ðÏÄÎÏÖÅÓÔ×Á e(2k) ⊂ CPn ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ: ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
�(2k) : D2k = {(w0; : : : ; wk−1) ∈ Ck | |w0|2 + · · · + |wk|2 ≤ 1} → CPn ÚÁÄÁÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �(2k)(w0; : : : ; wk−1) =
[w0 : · · · : wk−1 :

√
1− ( |w0|2 + · · ·+ |wk|2) : 0 : · · · : 0] (ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅ-

ÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ!). ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ËÁÖÄÏÊ ÞÅÔÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ
0; 2; : : : ; 2n. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÌÅÔÏÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË K → 0 → K → · · · → 0 → K; ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÓÅ ÓÔÒÅÌËÉ
ÎÕÌÅ×ÙÅ, ÏÔËÕÄÁ H2s(X;K) = H2s(X;K) = K ÐÒÉ 0 ≤ s ≤ n, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÒÁ×-
ÎÙ ÎÕÌÀ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÁÚÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ
ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.
ðÒÉÍÅÒ 4. X = RPn Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ [x0 : · · · : xn]. ðÏÌÏÖÉÍ e(k) def= {[x0 : · · · : xn] | xk 6=
0; xk+1 = · · · = xn = 0}. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �(k) : Dk → RPn, ÇÄÅ Dk | k-ÍÅÒÎÙÊ ÛÁÒ
ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË × ÐÒÉÍÅÒÅ 3. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �(k) ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ
ÎÁ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ÛÁÒÁ; ÔÏÞËÁ ÇÒÁÎÉÃÙ x = [x0 : · · · : xn] ∈ @e(k) = e(k) \ e(k) = e(0) ∪ · · · ∪ e(k−1) ÉÍÅÅÔ
Ä×Á ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ, y = ±(x0; : : : ; xk−1)=

√
x2

0 + · · ·+ x2
k−1. îÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÓÆÅÒÙ �(k) ÞÅÔÎÏÅ: �(k)(−y) = �(k)(y) ÐÒÉ

y2
1 +· · ·+y2

k = 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÚÎÁËÉ Ä×ÕÈ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏ× ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÚÎÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ
\ÁÎÔÉÐÏÄÁÌØÎÏÇÏ" ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ y → −y ÓÆÅÒÙ Sk−1. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÚÎÁË ÒÁ×ÅÎ (−1)k, ÔÁË
ÞÔÏ [e(k) : e(k−1)] = 1 + (−1)k. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÌÅÔÏÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: K 1+(−1)n−→ : : : 0−→ K ×2−→ K 0−→
K.

åÓÌÉ 2 = 0 × ËÏÌØÃÅ K, ÔÏ ×ÓÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ÎÕÌÅ×ÙÅ É Hs(RPn;K) = K ÐÒÉ 0 ≤ s ≤ n. åÓÌÉ 2 6= 0,
ÔÏ H0(RPn;K) = K, Hs(RPn;K) = K=2K ÐÒÉ s ÎÅÞÅÔÎÏÍ É ÍÅÎØÛÅÍ n; Hs(RPn;K) = Ker(× 2) ÐÒÉ s
ÞÅÔÎÏÍ ÏÔ 2 ÄÏ n− 1 (ÑÄÒÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ K → K, ÕÍÎÏÖÁÀÝÅÇÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁ 2); Hn(RPn;K) = K ÐÒÉ n
ÎÅÞÅÔÎÏÍ É Hn(RPn;K) = 0 ÐÒÉ n ÞÅÔÎÏÍ. ïÔÓÀÄÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÁÚÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.


