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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. çÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.

ðÕÓÔØ Z ⊂ Y ⊂ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �1 : Y → X É �2 : Z → Y ÔÁ×ÔÏÌÏ-
ÇÉÞÅÓËÉÅ ×ÌÏÖÅÎÉÑ; ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× 0 → C�(Y;Z) (�1)∗−→ C�(X;Z) �∗2−→
C�(X;Y ) → 0; ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÏËÛÔÅÊÎÁ) ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ · · · →
Hn(Y;Z) → Hn(X;Z) → Hn(X;Y ) → Hn−1(Y; Z) → : : : ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÔÒÏÊËÉ.
ôÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ | ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÒÏÊËÉ: Z = ∅.

ðÕÓÔØ X | ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á Wn(X;K) | Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ K-ÍÏÄÕÌØ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ
n-ÍÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ skk(X) ⊂ X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ k-Ê ÏÓÔÏ× X, Ô.Å. ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ
ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k É ÍÅÎØÛÅ; ÄÌÑ ÜËÏÎÏÍÉÉ ÍÅÓÔÁ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ skk. ðÕÓÔØ � | n-ÍÅÒÎÁÑ ËÌÅÔËÁ,
�� : Dn → � ⊂ X | ÅÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, É � ⊂ @� | (n−1)-ÍÅÒÎÁÑ ËÌÅÔËÁ (ÓÉÍ×ÏÌÏÍ @ ÚÄÅÓØ
ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÇÒÁÎÉÃÁ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ: @� = � \ �). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ A� def= skn−1 \� (Ô.Å. ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ
ËÌÅÔÏË � ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n − 1, ËÒÏÍÅ � , Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅÈ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÍÅÎØÛÅÊ n − 1). ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ
ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ [� : � ] ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Sn−1 = @Dn

��−→ @� p�−→ �=A�
�−1
�−→ Sn−1, ÇÄÅ p�

| ÐÒÏÅËÃÉÑ @� → @�=A� . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÄÕÌÅÊ @n : Wn(X) → Wn−1(X) ÕÓÌÏ×ÉÅÍ
@n(�) = ∑� [� : � ]� (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÕÍÍÁ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÁ).
ôÅÏÒÅÍÁ 1. íÏÄÕÌÉ Wn(X) É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ @n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÙ H∗(X;K).

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ, ×ÙÑÓÎÉÍ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÍÏÄÕÌÅÊ Wn(X). óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÉÀ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÆÁËÔÏÒ skn = skn−1 | ÂÕËÅÔ n-ÍÅÒÎÙÈ ÓÆÅÒ, ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÈ n-ÍÅÒÎÙÍ ËÌÅÔËÁÍ × X. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Wn(X) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Hn(skn = skn−1) =
Hn(skn; skn−1) (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï | ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÏÒÓÕËÁ).

çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÉÍÅÅÔ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ @n:
ìÅÍÍÁ 1. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ @n : Wn(X) = Hn(skn; skn−1) → Hn−1(skn−1; skn−2) = Wn−1(X) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÇÏÍÏ-
ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÒÏÊËÉ (skn; skn−1; skn−2).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ Dn | n-ÍÅÒÎÙÊ ÛÁÒ, Sn−1 ⊂ Dn | ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÕÀ
ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ

0 K K 0
|| || || ||

Hn(Dn) → Hn(Dn; Sn−1) p−→ Hn−1(Sn−1) → Hn−1(Dn)
↓ (��)∗ ↓ (��)∗

Hn(skn; skn−1) �−→ Hn−1(skn−1; skn−2) = Hn−1(skn−1 = skn−2)
|| ||

Wn(X) Wn−1(X)

;

× ËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ | ÆÒÁÇÍÅÎÔ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ (Dn; Sn−1), Á ×ÔÏÒÁÑ | ÆÒÁÇÍÅÎÔ
ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÒÏÊËÉ (skn; skn−1; skn−2). ûÁÒ Dn ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍ, ÔÁË ÞÔÏ Hn(Dn) = Hn−1(Dn) = 0 ×
ÓÉÌÕ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ (ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ n ≥ 2; ÓÌÕÞÁÊ n = 1 | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ, ÏÔ×ÅÔ
ÔÁÍ ÔÁËÏÊ ÖÅ). óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉÍÅÒÕ 2 ÌÅËÃÉÉ 3{4, Hn−1(Sn−1) = K, ÏÔËÕÄÁ × ÓÉÌÕ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
(ÉÌÉ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÏÒÓÕËÁ) Hn(Dn; Sn−1) = K É p | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É × ÓÉÌÕ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÓÆÅÒÙ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ×
ÐÒÉÍÅÒÅ 2 ÌÅËÃÉÉ 3{4, (��)∗(1) | ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ a� ∈Wn(X), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ËÌÅÔËÅ �. ÷ ÓÉÌÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-
ÎÏÓÔÉ �(a�) = (��)∗(p(1)) = (��)∗(1). óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÌÅËÃÉÉ 5, (��)∗(1) = ∑� [� : � ]a� = @(a�). ¤

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ðÕÓÔØ x ∈ Wn(X) = Hn(skn; skn−1). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÙÈ ÃÉËÌÏ×, Ô.Å. ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÃÅÐÅÊ × skn, ÇÒÁÎÉÃÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ × skn−1. éÚ ÌÅÍÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
@nx ∈ Wn−1(X) | ÕÐÏÍÑÎÕÔÁÑ ÇÒÁÎÉÃÁ. ôÅÐÅÒØ @n−1(@n(x)) = 0, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÇÒÁÎÉÃÁ ÇÒÁÎÉÃÙ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ
(@2 = 0 × ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÅ). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ Wn(X) É @n ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÍÐÌÅËÓ.

ôÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÒÏÊËÉ (skn+1; skn; skn−2) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÒÁÇÍÅÎÔWn+1(X) = Hn+1(skn+1; skn) �−→
Hn(skn; skn−2) �−→ Hn(skn+1; skn−2) → Hn(skn+1; skn). ðÏÓËÏÌØËÕ skn+1 = skn | ÂÕËÅÔ (n + 1)-ÍÅÒÎÙÈ ÓÆÅÒ,
ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÞÌÅÎ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, É � | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÔËÕÄÁ Hn(skn+1; skn−2) = Hn(skn; skn−2)= Im �.

1



ôÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÒÏÊËÉ (skn; skn−1; skn−2) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÒÁÇÍÅÎÔHn(skn−1; skn−2)→ Hn(skn; skn−2) �−→
Hn(skn; skn−1) = Wn(X) @Wn−→ Hn−1(skn−1; skn−2) = Wn−1(X). ðÏÓËÏÌØËÕ skn−1 = skn−2 | ÂÕËÅÔ (n−1)-ÍÅÒÎÙÈ
ÓÆÅÒ, ÐÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, É � | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ.

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× × ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÒÏÊËÉ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ � ◦ � :
Wn+1(X)→Wn(X) ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó @Wn+1 (Ô.Å., ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1, Ó ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ × ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
ÔÒÏÊËÉ (skn+1; skn; skn−1)). ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ n-ÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ÒÁ×ÎÙ HW

n (X) =
Ker @n= Im @n+1 = Im�= Im(�◦�) (× ÓÉÌÕ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÒÏÊËÉ (skn; skn−1; skn−2)). ðÏÓËÏÌØËÕ
� | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÉÍÅÅÍ Im� = Hn(skn; skn−2), ÏÔËÕÄÁHW

n (X) = Hn(skn; skn−2)= Im � = Hn(skn; skn−2)=Ker�
(× ÓÉÌÕ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÒÏÊËÉ (skn; skn−1; skn−2)) = Hn(skn+1; skn−2) (ÐÏÓËÏÌØËÕ � | ÜÐÉÍÏÒ-
ÆÉÚÍ).

äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ m ≤ n − 2 ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÒÏÊËÉ (skn+1; skm; skm−1) ÓÏÄÅÒÖÉÔ
ÆÒÁÇÍÅÎÔ Hn(skm; skm−1)→ Hn(skn+1; skm−1)→ Hn(skn+1; skm)→ Hn−1(skm; skm−1). ðÏÓËÏÌØËÕ skm = skm−1
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÂÕËÅÔ m-ÍÅÒÎÙÈ ÓÆÅÒ, ËÒÁÊÎÉÅ ÞÌÅÎÙ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÏÔËÕÄÁ Hn(skn+1; skm) =
Hn(skn+1; skm−1) | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, HW

n (X) = Hn(skn+1; skn−2) = Hn(skn+1; skn−3) = · · · = Hn(skn+1) (ÐÏ-
ÓËÏÌØËÕ sk−1(X) = ∅).

äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏm ≥ n+1 ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ (skm+1; skm) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÒÁÇÍÅÎÔHn+1(skm+1; skm)→
Hn(skm)→ Hn(skm+1)→ Hn(skm+1; skm). ðÏÓËÏÌØËÕ skm+1 = skm | ÂÕËÅÔ (m+1)-ÍÅÒÎÙÈ ÓÆÅÒ, ËÒÁÊÎÉÅ ÞÌÅ-
ÎÙ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÏÔËÕÄÁ Hn(skm) = Hn(skm+1), É HW

n = Hn(skm) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ m ≥ n + 1. ÷ ÓÉÌÕ
ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ ÌÀÂÏÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ × ËÌÅÔÏÞÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÉÔ × ËÁËÏÍ-
ÎÉÂÕÄØ ÏÓÔÏ×Å; ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ HW

n (X) = Hn(X). ¤

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ X = CPn. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ e(2k) = {[z0 : · · · : zn] ∈ CPn | zk+1 = · · · = zn = 0; zk 6= 0}; ÚÄÅÓØ
0 ≤ k ≤ n. ðÏÄÎÏÖÅÓÔ×Á e(2k) ⊂ CPn ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ: ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
�(2k) : D2k = {(w0; : : : ; wk−1) ∈ Ck | |w0|2 + · · · + |wk|2 ≤ 1} → CPn ÚÁÄÁÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �(2k)(w0; : : : ; wk−1) =
[w0 : · · · : wk−1 :

√
1− ( |w0|2 + · · ·+ |wk|2) : 0 : · · · : 0] (ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅ-

ÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ!). ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ËÁÖÄÏÊ ÞÅÔÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ
0; 2; : : : ; 2n. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÌÅÔÏÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË K → 0→ K → · · · → 0→ K; ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÓÅ ÓÔÒÅÌËÉ
ÎÕÌÅ×ÙÅ, ÏÔËÕÄÁ H2s(X;K) = K ÐÒÉ 0 ≤ s ≤ n, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. ÷ ÞÁÓÔ-
ÎÏÓÔÉ, ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÒÁÚÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ
ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.


